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LETTER

Accurate sub-domain model for magnetic field computation in electrical
machines with HTS materials
Yong Chang1 and Guangqing Bao2, a)

Abstract The primary aim of this study was to develop and validate an
accurate sub-domain analytical model to estimate the magnetic field of
electric machines with high-temperature superconducting (HTS) excitation
and armature windings. The model was developed by utilizing the separa-
tion variable and harmonic analysis methods to solve Laplace’s or Poisson’s
equations of the vector magnetic potential in two-dimensional polar coor-
dinates. The theoretical derivations of the final analytical equations for the
magnetic flux density distribution in the air-gap and in permanent magnets,
electromagnetic torque, and no-load back-electromotive force (back-EMF)
are explained in detail. Finally, the magnetic vector potential, flux den-
sity distribution of each sub-domain, no-load back-EMF, and inductive
reactance of the armature winding were solved by considering the critical
parameters of the superconducting materials, and the influence of higher
harmonics. The finite-element method (FEM) was used to validate the
accuracy of the developed analytical method for the investigated HTS gen-
erator. The results show the developed analytical method is accurate and
time-saving.
Keywords: high-temperature superconducting (HTS), the separation vari-
able method, air-gap magnetic density, analytical calculation of magnetic
fields, superconducting bulk, generator, FEM
Classification: Electromagnetic theory, superconducting electronics

1. Introduction

Compared to the same topology of conventional machines,
HTS machines have the advantages of small size, high
power density, high efficiency, low temperature rise, and
low iron loss [1, 2, 3, 4, 5]. Therefore, HTS machines
can be applied in particular fields to further improve equip-
ment performance, such as fully electric aircraft, ship-driven
equipment, and offshorewind-power generation components
[6, 7, 8, 9, 10, 11, 12].
HTS machines use a non-magnetic fixture because it gen-

erates higher magnetic flux density compared to conven-
tional machines. Therefore, the traditional magnetic field
calculation method is no longer suitable for HTS machines.
At present, the general methods for calculating motor field
include the finite element method (FEM) [13, 14, 15], con-
formal transformation method [16, 17, 18, 19], equivalent
magnetic circuit method [20, 21, 22, 23], and sub-domain
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analytical method [24, 25, 26, 27].
In this paper, we present an accurate sub-domain analyti-

cal model for calculating themagnetic field of a synchronous
generator with high-temperature superconducting (HTS) ex-
citation and armature windings that have a non-magnetic
fixture. This scheme may provide a more accurate calcu-
lation compared to previous work because it considers the
critical parameters of the superconductor and the influence
of higher harmonics. The simulation results show that the
proposed analytical model has simpler mathematical equa-
tions and a lower computational burden than the FEM. The
FEM demonstrates highly accurate results of the developed
technique.

2. Problem definition and assumption

The magnetic field distribution of HTS machines differs
from that of conventional ones. The rotor excitation and
stator armature winding of HTS machines are fixed on non-
magnetic structures. Therefore, wemake the following basic
assumptions in this paper [28, 29].
1) Ferromagnetic core with infinitely large magnetic perme-
ability.
2) HTS material is superconducting and stable at 77K.
3) Ignore end effect.
4) Excitation and armature winding permeability are con-
stant.
5) HTS winding core is non-magnetic.

3. Analytical calculation of magnetic field

3.1 Boundary and interface conditions
As shown in Figure 1, the magnetic flux density at the edge
of the local region with the same permeability is continuous
[30]. The boundary conditions of the Laplace and Poisson
equations can be written as follows:
For sub-domain I, R2 ≤ r ≤ R1, 0 ≤ θ ≤ 2π, and

∂AI(r, θ)
∂r

����
r=R1

= 0

∂AI(r, θ)
∂r

����
r=R2

= f (θ)
(1)

For sub-domain II, R3 ≤ r ≤ R2, αi

2 +
2kπ
p ≤ θ ≤

αo

2 +
2kπ
p ,

−
αi

2 +
2kπ
p ≤ θ ≤ −

αo

2 +
2kπ
p , and
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Fig. 1 Different sub-domains and boundary conditions.


∂AII(r, θ)

∂r

����
r=R2

= f (θ)

∂AII(r, θ)
∂r

����
r=R3

= ψ(θ)

(2)

For sub-domain III, R4 ≤ r ≤ R3, 0 ≤ θ ≤ 2π, and
∂AIII(r, θ)

∂r

����
r=R3

= ψ(θ)

∂AIII(r, θ)
∂r

����
r=R4

= 0
(3)

where f (θ) and ψ(θ) are periodic functions, θ has the period
αT = 2π/p, and

∫ π/p

−π/p
f (θ)dθ =

∫ π/p

−π/p
ψ(θ)dθ = 0.

3.2 Laplace equation solution for sub-domain I and III
Sub-domain I: (R2 ≤ r ≤ R1, 0 ≤ θ ≤ 2π) and

∂2 AI(r, θ)
∂r2 +

1
r
∂AI(r, θ)

∂r
+

1
r2
∂2 AI(r, θ)
∂θ2 = 0 (4)

The solutions are determined from Eq. (4):

AI(r, θ) =
N→∞∑
n=1

(
A1
nrnp + B1

nr−np
) (

C1
n cos npθ + D1

n sin npθ
)

(5)
where the coefficients A1

n, B1
n, C1

n, and D1
n can be calculated

using Fourier-series expansions of the boundary conditions
p is the number of pole pairs, and n = 1,2, · · · ,N →∞.
The unknown coefficients A1

n, B1
n, C1

n, and D1
n can be

obtained from Eq. (1):
A1
n = −

Rnp+1
2

np
(
R2np

1 − R2np
2

)
B1
n = −

R2np
1 Rnp+1

2

np
(
R2np

1 − R2np
2

) (6)


C1
n =

p
π

∫ π/p

−π/p
f (θ) sin(npθ)dθ

D1
n =

p
π

∫ π/p

−π/p
f (θ) cos(npθ)dθ

(7)

Sub-domain III: (R4 ≤ r ≤ R3, 0 ≤ θ ≤ 2π) and

∂2 AIII(r, θ)
∂r2 +

1
r
∂AIII(r, θ)

∂r
+

1
r2
∂2 AIII(r, θ)

∂θ2 = 0 (8)

Fig. 2 Schematic of direction of current coil.

According to Figure 2, there is no electric current in the
air-gap, so the solutions obtained from Eq. (8) are

AIII(r, θ) =
N→∞∑
n=1

(
A3
nrnp + B3

nr−np
) (

C3
n cos npθ + D3

n sin npθ
)

(9)
where A3

n, B3
n, C3

n, and D3
n are the unknown coefficients.

The unknown coefficients A3
n, B3

n, C3
n, and D3

n can be
obtained from Eq. (3):

A3
n = Rnp

3 /np
(
R2np

3 − R2np
4

)
B3
n = Rnp

3 R2np
4 /np

(
R2np

3 − R2np
4

)
C3
n =

p
π

∫ π/p

−π/p
ψ(φ) sin(npθ)dθ

D3
n =

p
π

∫ π/p

−π/p
ψ(φ) cos(npθ)dθ

(10)

3.3 Poisson equation solution for sub-domain II
Sub-domain II: (R3 ≤ r ≤ R2, αi

2 +
2kπ
p ≤ θ ≤ αo

2 +
2kπ
p ,

−
αi

2 +
2kπ
p ≤ θ ≤ −

αo
2 +

2kπ
p )

∂2 AII(r, θ)
∂r2 +

1
r
∂AII(r, θ)

∂r
+

1
r2
∂2 AII(r, θ)

∂θ2 = −µ0 j (11)

According to the superposition principle, the solution of
the Eq. (11) obtained in sub-domain II is the sum of the
particular and general solutions.
A particular solution of the Poisson equation can be writ-

ten as follows:

A(p)II (r, θ) = r2
N→∞∑
n=1

[
C2
n sin(npθ) + D2

n cos(npθ)
]

(12)

whereC2
n and D2

n are determined based on inserting Eq. (12)
into Eq. (11).
Combining Eq. (2) and Eq. (12), the unknown coefficients

C2
n and D2

n are obtained:
C2
n =

µ0

n2p2 − 4
Js
n

D2
n =

µ0

n2p2 − 4
Jc
n

(13)

Here, Js
n and Jc

n are the coefficients of the current density
function in the Fourier-series expansion; that is,

2
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
Js
n =

p
π

∫ π/p

−π/p
j(θ) sin(npθ)dθ

Jc
n =

p
π

∫ π/p

−π/p
j(θ) cos(npθ)dθ

(14)

The particular solution of the Poisson equation satisfies the
boundary conditions for Eq. (2). Combining Eq. (2) and
Eq. (12), the general solution boundary conditions of the
Laplace equation can be obtained:

∂A(g)II (r, θ)

∂r

�����
r=R2

= f (θ) + 2R2

N→∞∑
n=1

[
C2
n sin(npθ) + D2

n cos(npθ)
]

∂A(g)II (r, θ)

∂r

�����
r=R3

= ψ(θ) + 2R3

N→∞∑
n=1

[
C2
n sin(npθ) + D2

n cos(npθ)
]

(15)
The method of separation of the variables was employed to
solve the Laplace equation, and the analytic expression is
obtained:

A(g)II (r, θ) =
N→∞∑
n=1

[
R2
np
(r/R3)

−np + (r/R2)
np

(R3/R2)
−np − (R3/R2)

np

(
Ds

n sin (npθ)

+Dc
n cos(npθ)

)
−

R3
np
(r/R2)

−np + (r/R2)
np

(R3/R2)
−np − (R3/R2)

np

× E s
n sin(npθ) + Ec

n cos(npθ)
]

(16)
where Ds

n = C1
n + 2R2C2

n, Dc
n = D1

n + 2R2D2
n, E s

n = C3
n +

2R3C2
n, and Ec

n = D3
n + 2R3D2

n.
The unknown coefficients C1

n, D1
n, C3

n and D3
n are deter-

mined from the condition of the radial flux density at the
boundaries of the sub-domain:

C1
n = −

µ0R2
2

Js
n

1 − (R2/R1)
2np

1 − (R4/R1)
2np

[
K+n +

(
R3
R2

)np+2 (
R4
R3

)2np
K−n

]
D1

n = −
µ0R2

2
Jc
n

1 − (R2/R1)
2np

1 − (R4/R1)
2np

[
K+n +

(
R3
R2

)np+2 (
R4
R3

)2np
K−n

]
(17)

C3
n =

µ0R3
2

Js
n

1 − (R4/R3)
2np

1 − (R4/R1)
2np

((
R2
R1

)2np (
R3
R2

)np−2
K+n + K−n

)
D3

n =
µ0R3

2
Jc
n

1 − (R4/R3)
2np

1 − (R4/R1)
2np

((
R2
R1

)2np (
R3
R2

)np−2
K+n + K−n

)
(18)

K+n =
1 − (R3/R2)

np+2

np + 2
(19)

K−n =
1 − (R3/R2)

np−2

np − 2
if np , 2 (20)

When the origin of the coordinate system is selected, the
coordinates axis coincides with the axis of symmetry of the
current coil (see Figure 2). The current density distribution
is shown in Figure 2, and the mathematical expression is as
follows: {

Js
n =

2 jk
nπ

cos (npαi/2) − cos (npαo/2)
Jc
n = 0

(21)

The positive and negative jk represent the current direction
in the current coil, as shown in Figure 3. According to
Eq. (21), the following results can be obtained:

D1
n = D2

n = D3
n = Dc

n = Ec
n = Jc

n = 0 (22)

According to Eq. (21), assuming that

Js
n =

2 jk
π

cos (npαi/2) − cos (npαo/2)
n

(23)

According to Eq. (18) and Eq. (9), assuming that

Ln =
1

1 − (R4/R1)
2np

(
K+n +

(
R3
R2

)np+2 (
R4
R3

)2np
K−n

)
(24)

Cn =
1

1 − (R4/R1)
2np

((
R2
R1

)2np (
R3
R2

)np−2
K+n + K−n

)
(25)

C1
n = −

µ0
π

jkR2Jn
(
1 − (R2/R1)

2np
)

Ln (26)

C3
n =

µ0
π

jkR3Jn
(
1 − (R4/R3)

2np
)

Cn (27)

Using B = ∇ × A, the components of B can be deduced by

Br =
1
r
∂A
∂θ

and Bθ = −
∂A
∂r

(28)

4. Performance calculation and model evaluation

4.1 Performance calculation
When the period of variation of the magnetic field is equal,
themutual inductive coefficient of the current coil is obtained
using the energy of the magnetic field [31]. The calculation
formula of magnetic field energy in the superconducting
current coil is

W =
l
2

∫
S

A(r, θ) j(r, θ)dS (29)

where S is the cross-sectional area of the current conductor
and, l the axial length of superconducting tape.
After calculating the magnetic field energy, the mutual

and self-induction coefficients can be calculated from the
formula W = 1/2LI2.{

M12 = 2W/I1I2
L1 = 2W/I2

1
(30)

where I1 is the current of the first group of coils and, I2 that
of the second group of coils.
According to Eq. (29) and Eq. (30), the main parameters

of a HTS synchronous generator can be determined, such as
back-EMF with no-load and primary inductive reactance, in
which back-EMF with no-load is defined as

EEMF = ωM12I f (31)

where I f andω are excitation current and angular frequency,
respectively.
The inductive reactance of HTS armature winding is de-

fined as follows:

Xq = ω (L1 + M12) (32)

where L1 and M12are obtained from Eq. (30).

3
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Table I Geometric dimensions of internal structures.

Fig. 3 Air-gap flux density with no-load.

4.2 Model evaluation
To corroborate the effectiveness of the calculation method, a
section of the 3 kW HTS synchronous generator is taken as
an example. ANSYSMaxwell software was used to perform
the analysis and calculations. The initial data and geometric
dimensions are given in Table I.

Table II Primary harmonic amplitude value and error.

Fig. 4 Phase A back-EMF comparison of analytical method and FEM.

Figure 3 shows the radial air-gap flux density at r =
(Rsi + Rro)/2. The analytical method and FEM show the
2D waveforms of the radial air-gap flux density calculation,
which carries the Fourier transformation from the two wave-
forms to obtain the primary harmonic amplitude. As shown
in Figure 3(b), amplitude errors of the fundamental wave
and each harmonic are minor and the error is less than 1%.
The error is calculated on the basis of the results of the FEM.
As shown in Table II, the analytical method has high accu-
racy in calculating the no-load air-gap magnetic field. 3D
distribution of radial flux density is shown in Figure 3(c).
Figure 4 shows the no-load back-EMF of the analytical

method was compared with the FEM results. The analyt-
ical calculation is consistent with the FEM results and the
waveforms are similar to sinusoidal waveforms. The mi-
nor difference is that the FEM uses the actual geometry of
the electric machine. The theoretical basis of the analyti-
cal method is the Laplace equation and Fourier series. The
highest order of the Fourier-series expansion should ideally
be infinite. However, the highest order can only be set to an
appropriate finite value in the actual calculation. Otherwise,
the dimension of the matrix equations will be too large to
be solved, which will cause some calculation errors. The

4
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Fig. 5 The electromagnetic torque.

Fig. 6 On-load comparison of analytical method and FEM computation
of inductances.

results of the analytical calculation method show that the
phase voltage total harmonic distortion (THD) is 4.299%.
The results of the FEM show that the phase voltage THD is
7.2%.
Figure 5 shows the electromagnetic torque. Once again,

it can be seen that the results of the analytical method are in
close agreement with those of the FEM.
Figure 6 shows the self-inductance andmutual inductance.

The on-load characteristics were provided for a field current
of 60A.Active resistancewas used as a load for the generator.
Therefore, the power factor is equal to 1.

5. Conclusions

Analytical equations from the derivation are universal, con-
sidering the critical parameters of superconducting materi-
als, pole pairs, number of per-pole slots, and phase q of

high-order harmonics, which can be applied to the magnetic
field analysis and calculation of ring armature winding elec-
tric machines. Compared with previous studies, the FEM is
combined with the analytical method in this paper to verify
the validity of the parameter calculation, which can be used
to calculate and optimize the design parameters of HTS elec-
tric machines. This method is taken as the theoretical basis
for the magnetic field analysis and parameter calculation of
HTS bulk electric machines. The results of the proposed
model are in close agreement with those realized by the 2D
FEM and saving-time.

Acknowledgments

This work is supported by the National Natural Science
Foundation of China (Grant: 51967012), the Key Re-
search and Development Program of Gansu Province (Grant
20YF8GA055), the Gansu Youth Science and Technology
Fund (Grant 22JR5RA807), the Incubation Program of Ex-
cellent Doctoral Dissertation-Lanzhou University of Tech-
nology.

References

[1] M.L. Zhang, et al.: “Research on force characteristics and running
performance of novel type high-temperature superconductormagnetic
levitation vehicle,” Journal of Superconductivity and Novel Mag-
netism 35 (2022) 635 (DOI: 10.1007/s10948-021-06075-7).

[2] B. Douine, et al.: “Characterization of high-temperature supercon-
ductor bulks for electrical machine application,” Materials 14 (2021)
1636 (DOI: 10.3390/ma14071636).

[3] Y.T. Fu, et al.: “Influence of copper rings and plates on Eddy losses of
no-insulation high temperature superconductor coil in synchronous
machines,” IEEE Trans. Appl. Supercond. 32 (2022) 20220421 (DOI:
10.1109/TASC.2022.3168531).

[4] S. Takei, et al.: “Double armature HTS bulk synchronous machine
for contra-rotating turbine generator,” IEEE Trans. Appl. Supercond.
32 (2022) 20220207 (DOI: 10.1109/TASC.2022.3148696).

[5] A. Colle, et al.: “Design of a superconducting machine and its
cooling system for an aeronautics application,” European Physical
Journal-Applied Physics 93 (2021) 20210317 (DOI: 10.1051/epjap/
2020200027).

[6] S.S. Xue, et al.: “Stator optimization of wind power generators with
high-temperature superconducting armature windings and permanent
magnet rotor,” IEEE Trans. Appl. Supercond. 31 (2021) 20201110
(DOI: 10.1109/TASC.2020.3037057).

[7] H. Karmaker, et al.: “High-power dense electric propulsion motor,”
IEEE Trans. Ind. Appl. 51 (2015) 1341 (DOI: 10.1109/TIA.2014.
2352257).

[8] X.H. Kong, et al.: “Review of electric power system of distributed
electric propulsion aircraft,” Acta Aeronautica et Astronautica Sinica
39 (2018) 51 (DOI: 10.7527/S1000-6893.2017.21651).

[9] H.Y. Fang, et al.: “Design of 13.2MW direct-drive superconduct-
ing generator for offshore wind turbines,” Southern Power Sys-
tem Technology 9 (2015) 70 (DOI: 10.13648/j.cnki.issn1674-0629.
2015.12.009).

[10] Z.Q. Jiang: “Research on key technologies of 10MW high temper-
ature superconducting wind turbine,” Ph.D. Dissertation, University
of Electronic Science and Technology, Sichuan, China (2018).

[11] J. He: “Design of excitation winding for high temperature super-
conducting offshore wind turbine,” Ph.D. Dissertation, Huazhong
University of Science and Technology, Hubei, China (2015).

[12] W.F. Zhang, et al.: “Research on high-temperature superconducting
machine with a rotating-pole shoe,” IEEE Trans. Appl. Supercond.
30 (2020) 20200227 (DOI: 10.1109/TASC.2020.2976604).

[13] D. Golovanov and C. Gerada: “An analytical subdomain model for
dual-rotor permanent magnet motor with Halbach array,” IEEE Trans.

5

9

https://doi.org/10.1007/s10948-021-06075-7
https://doi.org/10.3390/ma14071636
https://doi.org/10.1109/TASC.2022.3168531
https://doi.org/10.1109/TASC.2022.3168531
https://doi.org/10.1109/TASC.2022.3148696
https://doi.org/10.1051/epjap/2020200027
https://doi.org/10.1051/epjap/2020200027
https://doi.org/10.1109/TASC.2020.3037057
https://doi.org/10.1109/TIA.2014.2352257
https://doi.org/10.1109/TIA.2014.2352257
https://doi.org/10.7527/S1000-6893.2017.21651
https://doi.org/10.13648/j.cnki.issn1674-0629.2015.12.009
https://doi.org/10.13648/j.cnki.issn1674-0629.2015.12.009
https://doi.org/10.1109/TASC.2020.2976604


IEICE Electronics Express, Vol.20, No.4, 1–6

Magn. 55 (2019) 20191118 (DOI: 10.1109/TMAG.2019.2941699).
[14] J.K.Yu, et al.: “Analytical calculation of air-gap relative permeance in

slotted permanent magnet synchronousmotor,” Transactions of China
Electrotechnical Society 31 (2016) 45 (DOI: 10.19595/j.cnki.1000-
6753.tces.2016.s1.007).

[15] K. Takeuchi, et al.: “Finite-element analysis for magnetic flux
in end region of synchronous machine using end-winding model,”
IEEETrans.Magn. 57 (2021) 20200806 (DOI: 10.1109/TMAG.2020.
3014789).

[16] L.K. Xue and L. Luo: “Semi-analytical calculation of the unsaturated
magnetic field distribution of a slotted spoke-type interior perma-
nent magnet machine with conformal mapping method,” IEEE Trans.
Magn. 58 (2022) 8104 (DOI: 10.1109/TMAG.2022.3154596).

[17] F.R. Alam and K. Abbaszadeh: “Magnetic field analysis in eccentric
surface-mounted permanent-magnet motors using an improved con-
formal mapping method,” IEEE Trans. Energy Convers. 31 (2016)
333 (DOI: 10.1109/TEC.2015.2479562).

[18] M.S. Mirazimi and A. Kiyoumarsi: “Magnetic field analysis of Syn-
Rel and PMASynRel machines with hyperbolic flux barriers using
conformal mapping,” IEEE Trans. Transp Electrific. 6 (2020) 52
(DOI: 10.1109/TTE.2019.2959400).

[19] K. Jansen, et al.: “Study of magnetic force excitations in salient
pole synchronous generators considering geometrical modifications
by conformalmapping,” International Journal ofAppliedElectromag-
netics and Mechanics 69 (2022) 139 (DOI: 10.3233/JAE-210183).

[20] G.C. Pang, et al.: “Analytical calculation of no-load air gap magnetic
field in surface-mounted permanent magnet motor based on improved
generalized magnetic circuit method,” Transactions of China Elec-
trotechnical Society 34 (2019) 4623 (DOI:CNKI:SUN:DGJS.0.2019-
22-001).

[21] B. Dianati and I. Hahn: “Nonlinear modeling of MGSPMs based on
hybrid subdomain and magnetic equivalent circuitry,” IEEE Trans.
Magn. 58 (2022) 20211116 (DOI: 10.1109/TMAG.2021.3128739).

[22] L.L. Zhang: “An efficient modeling of air gap and nonlinear analysis
of magnetic equivalent circuit for large turbogenerators under no-load
condition,” IEEE Trans. Magn. 58 (2022) 20211102 (DOI: 10.1109/
TMAG.2021.3125141).

[23] B.C. Guo, et al.: “An analytical model for axial flux permanent
magnet machines with Halbach array,” Proceedings of the CSEE 39
(2019) 289 (DOI: 10.13334/j.0258-8013.pcsee.172315).

[24] M.J. Wang, et al.: “Analytical calculation of no-load magnetic field
in permanent magnet linear synchronous motors based on an accurate
subdomain model,” Transactions of China Electrotechnical Society
35 (2020) 942 (DOI: 10.19595/j.cnki.1000-6753.tces.190077).

[25] S.Y. Guo, et al.: “Analytical magnetic field calculation of vernier
permanent-magnet machines based on accurate subdomain model,”
Proceedings of the CSEE 33 (2013) 71 (DOI: 10.13334/j.0258-8013.
pcsee.2013.30.010).

[26] Y. Oner, et al.: “Analytical on-load subdomain field model of
permanent-magnet vernier machines,” IEEE Trans. Ind. Electron. 63
(2016) 4105 (DOI: 10.1109/TIE.2016.2532285).

[27] F. Rezaee-Alam, et al.: “A new hybrid analytical model for electro-
magnetic analysis of wound rotor induction motors,” International
Journal of Numerical Modelling-Electronic Networks Devices and
Fields 35 (2022) 20220517 (DOI: 10.1002/jnm.3022).

[28] S.S. Zhang and S.Y. Guo: “Analytical magnetic field method of per-
manent magnet synchronous machine considering step-skewed mag-
nets andmagnetic slotwedge,” Transactions ofChinaElectrotechnical
Society 34 (2019) 11 (DOI: 10.19595/j.cnki.1000-6753.tces.171653).

[29] Y.Q. Zhou, et al.: “Design and performance analysis of perma-
nent magnet flux-switching motors using segmental permanent mag-
nets,” IEICE Electron. Express 16 (2019) 20190193 (DOI: 10.1587/
elex.16.20190193).

[30] Y.B. Shen: “Analysis of magnetic field in superconducting syn-
chronous machines,” Journal of Zhejiang University (Engineering
Science) 2 (1978) 63 (DOI: CNKI:SUN:ZDZC.0.1978-02-004).

[31] S. Zhuravlev, et al.: “Analytical calculation of the magnetic field
in electrical machines with HTS excitation and armature windings,”
Materials Research Express 6 (2019) 20190424 (DOI: 10.1088/2053-
1591/ab18be).

6

10

https://doi.org/10.1109/TMAG.2019.2941699
https://doi.org/10.19595/j.cnki.1000-6753.tces.2016.s1.007
https://doi.org/10.19595/j.cnki.1000-6753.tces.2016.s1.007
https://doi.org/10.1109/TMAG.2020.3014789
https://doi.org/10.1109/TMAG.2020.3014789
https://doi.org/10.1109/TMAG.2022.3154596
https://doi.org/10.1109/TEC.2015.2479562
https://doi.org/10.1109/TTE.2019.2959400
https://doi.org/10.3233/JAE-210183
https://doi.org/CNKI:SUN:DGJS.0.2019-22-001
https://doi.org/CNKI:SUN:DGJS.0.2019-22-001
https://doi.org/10.1109/TMAG.2021.3128739
https://doi.org/10.1109/TMAG.2021.3125141
https://doi.org/10.1109/TMAG.2021.3125141
https://doi.org/10.13334/j.0258-8013.pcsee.172315
https://doi.org/10.19595/j.cnki.1000-6753.tces.190077
https://doi.org/10.13334/j.0258-8013.pcsee.2013.30.010
https://doi.org/10.13334/j.0258-8013.pcsee.2013.30.010
https://doi.org/10.1109/TIE.2016.2532285
https://doi.org/10.1002/jnm.3022
https://doi.org/10.19595/j.cnki.1000-6753.tces.171653
https://doi.org/10.1587/elex.16.20190193
https://doi.org/10.1587/elex.16.20190193
https://doi.org/CNKI:SUN:ZDZC.0.1978-02-004
https://doi.org/10.1088/2053-1591/ab18be
https://doi.org/10.1088/2053-1591/ab18be


第57卷 第7期

2023年7月

西 安 交 通 大 学 学 报

JOURNALOFXI’ANJIAOTONGUNIVERSITY
Vol.57 No.7
Jul.2023

.

*

采用改进子域模型的表贴式永磁游标电机
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摘要:针对传统子域解析方法在计算气隙谐波磁场丰富的表贴式永磁游标电机磁场时,出现系数

矩阵维数高、计算过程复杂的问题,提出了一种改进的子域解析模型。该模型通过坐标变换,将各

子域矢量磁位在二维极坐标系下的拉普拉斯方程或泊松方程变换为准笛卡尔坐标系下的方程形

式,利用分离变量法计算各子域矢量磁位方程的通解,根据边界条件计算待定系数,以双曲函数的

形式表示各矢量磁位的解析解。计算了空载反电动势、气隙磁密和电磁转矩,与传统子域解析方

法、有限元法计算结果进行对比。仿真结果表明:改进子域解析方法与有限元法的相对误差均小于

1%;与传统子域解析方法相比,空载反电动势、气隙磁密和电磁转矩计算精度分别提升了1.7%、

0.87%和3.66%。实验样机的空载反电动势计算波形和测试波形也基本吻合,验证了该方法的有

效性和可行性。
关键词:表贴式永磁游标电机;子域解析模型;双曲函数;分离变量法;准笛卡尔坐标系;有限元法
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Abstract:Animprovedsubdomainanalyticalmethodisproposedtosolvetheproblemthattradi-
tionalsubdomainanalyticalmethodshaveahighdimensionofthecoefficientmatrixandcomplex
calculationprocessinthecalculationofmagneticfieldofsurface-mountedpermanentmagnetver-
niermachines(SPMVMs)richinairgapharmonicmagneticfields.Theproposedmethodtrans-
formstheLaplaceequationorPoissonequationofthevectormagneticpotentialofeachsubdomain
inthetwo-dimensionalpolarcoordinatesystemintotheequationforminthequasi-Cartesiancoor-
dinatesystemthroughcoordinatetransformationandusestheseparationvariablemethodtoob-
tainthegeneralsolutionofthevectormagneticpotentialequationofeachsubdomain.According
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totheboundaryconditions,theundeterminedcoefficientsarecalculatedandtheanalyticalsolu-
tionsofeachvectormagneticpotentialareexpressedintheformofhyperbolicfunctions.Finally,

theno-loadback-EMF,airgapmagneticdensity,andelectromagnetictorquearecalculatedand
comparedwiththoseobtainedusingthetraditionalsubdomainanalyticalmethodandfiniteele-
mentmethod(FEM).Theresultsshowthattherelativeerrorislessthan1%betweentheim-
provedsubdomainanalyticalmethodandtheFEM.Comparedwiththetraditionalsubdomainana-
lyticalmethod,thecalculationaccuracyofno-loadbackEMF,airgapmagneticdensity,andelec-
tromagnetictorqueisimprovedby1.7%,0.87%,and3.66%respectively.Thecalculatedwave-
formsoftheno-loadback-EMFfortheexperimentalprototypeareconsistentwiththemeasured
waveforms,whichverifytheeffectivenessandfeasibilityoftheproposedanalyticalmethod.
Keywords:surface-mountedpermanent magnetvernier motor;subdomainanalyticalmodel;

hyperbolicfunction;theseparationvariablemethod;quasi-Cartesiancoordinatessystem;

finiteelementmethod

  随着新能源汽车、数控机床、舰船与航空航天等

战略新兴产业的快速发展,高品质电机已成为人类

智能时代主驱动的重要选择。尤其是电机转矩密度

的提升已成为相关高端装备的“卡脖子”问题,推动

学术界和工业界在电机基础理论与应用技术方面不

断探索“新边界”[1]。新的电机拓扑结构、设计理论

与供电模式层出不穷,例如开关磁链电机、横向磁场

电机、磁齿轮电机、永磁游标电机等[2-6]。
与传统永磁同步电机相比,永磁游标电机的最

大特点是其电枢磁场与励磁磁场的极对数不相等,
具有转矩密度高、结构简单、转矩脉动小等优势,已
发展成为磁场调制电机的重要分支,但是该类电机

功率因数偏低,故而成为优化设计需要解决的难点

之一[7]。永磁游标电机主要依靠气隙谐波磁场实现

气隙磁场调制,达到提升转矩密度的目的,其内部磁

场分布比传统永磁电机更加复杂[8]。精确的磁场分

析计算是快速设计、优化永磁游标电机的关键。目

前,计算电机磁场的方法主要包括了有限元、保角变

换、等效磁路和子域解析等方法。其中有限元法具

有计算精度高,可有效处理材料非线性特性等诸多

优点而被广泛应用于电机优化设计及磁场计算,但
是有限元法计算耗时较长,难以直接表征电机电磁

特性与结构参数之间的定量关系[9]。表贴式永磁游

标电机定子和转子极数不相等,对称性弱,通过有限

元法进行建模的计算量更大,特别是在进行拓扑结

构优化时需要耗费大量的时间。保角变换法是利用

许瓦茨-克里施多夫变换,将形状比较复杂的未知场

域边界,变换为另一个复平面上边界形状规则、分布

已知的场域,从而获得原复杂边界的未知场域场量分

布情况。该方法在建模过程中视槽深无限大,对槽内

磁场及绕组电感计算困难,从而影响空载反电动势的

计算精度[10-13]。等效磁路法是一种广泛应用于电机

磁场近似计算的方法,其将磁场分布等效转化为磁

路,能实现电机电磁参数的快速求解,可精确计算电

机内部磁通密度分布情况,但不足之处在于较难在二

维磁场计算中获得精准的等效磁路模型且求解过程

繁琐[14-16]。子域解析法是一种能够处理相对复杂的

电磁分布的精确计算方法,其数学本质是分离变量

法,将电机的求解域按照边界、材料、激励的不同划分

为若干个子域,对每个子域利用分离变量法求解磁场

的偏微分方程,根据边界条件得到确定的解。文献

[17]采用精确子域模型计算了永磁直线同步电机空

载磁场,结果表明与有限元法计算结果一致。文献

[18]将子域模型应用于外转子永磁游标电机,分析计

算了空载气隙磁密和反电动势,获得了良好的效果。
文献[19]以分裂齿永磁游标电机为例,考虑了开槽和

调制齿对气隙磁场的影响,通过子域模型计算了负载

下的电磁参数,得到了较高的计算精度,但是该方法

通用性差,不同结构电机需要建立不同的子域模

型[20-24]。现有基于二维极坐标系的子域解析模型对

于每个子域矢量磁位的拉普拉斯或泊松方程求解过

程比较复杂,确定谐波系数复杂且冗长,对解析计算

具有较大挑战性[25]。特别是对于气隙谐波磁场丰富

的永磁游标电机,解析计算会更加复杂。
为了降低传统子域解析模型的计算复杂度同时

保持电磁计算精度,本文以表贴式永磁游标电机为

例,提出一种改进的子域解析模型计算其电磁参数。
该方法基于拉普拉斯方程或泊松方程在电机二维平
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面场的不同区域求解,采用分离变量法,结合边界条

件和界面条件,在准笛卡尔坐标系下用双曲函数表

示气隙矢量磁位,与二维极坐标系下的解析模型相

比,该模型系数矩阵小,有效降低了计算的复杂度。
最后,通过有限元分析和样机实验测试分别验证了

传统解析和改进解析模型,结果均表明改进后的解

析模型可行且有效。

1 磁场调制机理

图1(a)为表贴式永磁游标电机拓扑结构图,定
子槽内绕组为双层绕组。定子开口槽引起气隙磁导

变化,从而对转子上的永磁体磁场和定子上的电枢

磁场均进行调制,使调制好的谐波磁场相互作用。
图1(b)为12槽20极表贴式永磁游标电机空载气

隙工作磁场示意图。
由图1可知,表贴式永磁游标电机主要有3个

工作谐波磁场。
(1)Z-pr对极(即ps 对极)的调制磁场Bg1,转

速为(pr/ps)Nr,转动方向与转子旋转方向相反。
其中Z是定子槽数;pr 是转子永磁体极对数;ps 是

定子绕组极对数。
(2)pr对极的永磁体基波磁场Bg0,转速为Nr。
(3)Z+pr 对 极 的 调 制 磁 场 Bg2,转 速 为

pr/(Z+pr)  Nr,转动方向与转子旋转方向相同。

(a)拓扑结构

(b)空载工作磁场

图1 表贴式永磁游标电机磁场调制示意图

Fig.1 Schematicdiagramofmagneticfield modulationof

SPMVM

2 解析模型

根据子域解析法的分段离散化思想,对电机整

体磁场求解域进行分块建模,将求解区域分为磁场

边界连续可求解的多个子区域,根据不同区域的特

性建立矢量磁位方程,然后通过边界(面)条件对各

子域矢量方程进行求解,获得电机性能与设计参数

之间的解析表达式。为便于建模与分析,针对图2
所示游标电机拓扑结构做出以下假设:①忽略端部

效应;②定、转子铁心磁导率无穷大,即μFe→∞;

③定子槽内上、下排布线圈边的电流密度均匀分布。

R1 为转子内半径;R2 为转子外表面半径;R3

为永磁体外表面半径;R4 为定子内半径;R5 为定子

槽内层绕组半径;R6 为定子槽深半径;R7 为定子外

表面半径;α为永磁体宽角;β为槽宽角;δ为相邻永

磁体间隔角;Q 为绕组节距。

(a)转子结构

(b)定子结构

图2 表贴式永磁游标电机拓扑结构示意图

Fig.2StructureofSPMVM

子域解析模型是一种根据电机的结构和材料属

性将电机划分为多个计算子域的简化分析模型,通
常用于电机初始设计阶段的参数计算与优化。由于

子域解析方法的分析区域在二维平面内,因此在电

机轴向有限长度范围内所产生的三维端部效应可忽
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略不计。在分析电机气隙和槽内磁场时,磁力线都

是垂直穿过铁心表面的,沿着铁心表面磁场强度的

切向分量为0,即 Ht=0,∂A∂n=0
,A 为矢量磁位,满

足诺依曼边界条件,因此通常假设定、转子磁导率无

穷大,以便于问题的求解。对于本文研究的表贴式

永磁游标电机而言,定子槽为形状规则的开口槽,不
考虑定子绕组中涡流引起的集肤效应,假设定子槽

内上、下排布线圈边的电流密度均匀分布。
为了求解表贴式永磁游标电机的二维磁场,根

据激励源和材料特性的不同划分子域。由于定、转
子铁心材料磁导率趋于无穷大,故可将电机磁场求

解域划分为3类区域:磁化区(永磁体)、载流区(绕
组)和无源区(气隙),如图3所示。每个子域由规则

形状与相应的边界条件构成,子域中的矢量磁位分

布分别用AⅠ、AⅡ和AⅢ表示。

图3 表贴式永磁游标电机子域划分

Fig.3SubdomaindivisionofSPMVM

子域Ⅰ表示转子永磁体,满足 R2≤r≤R3,

-α
2+

kπ
pr≤θ≤

α
2+

kπ
pr
,其中k=1,2,…,pr,磁导率

为μrm。子域Ⅱ表示气隙,满足R3≤r≤R4,0≤θ≤
2π。子域Ⅲ表示定子槽,满足R4≤r≤R6,其磁导率

为μ0。

3 坐标变换

根据解析计算模型求解每个子域中的拉普拉斯

方程或泊松方程的一般解。二维极坐标下的拉普拉

斯方程为

∂2Aχ

∂r2 +1r
∂Aχ

∂r +1r2
∂2Aχ

∂θ2 =0 (1)

式中:R1≤r≤R2,θ1≤θ≤θ2。
对于无源区域,矢量磁位Aχ 满足

∂2Aχ

∂r2 +1r
∂Aχ

∂r +1r2
∂2Aχ

∂θ2 =0 (2)

对于永磁体区域,矢量磁位Aχ 满足

∂2Aχ

∂r2 +1r
∂Aχ

∂r +1r2
∂2Aχ

∂θ2 =-μ0
r Mθ-∂Mr

∂θ  
(3)

式中:Mθ、Mr分别为永磁体切向极化强度和径向极

化强度。
对于有源区域,矢量磁位Aχ 满足

∂2Aχ

∂r2 +1r
∂Aχ

∂r +1r2
∂2Aχ

∂θ2 =-μ0J (4)

式中:J为槽内绕组外加电流密度。采用以上拉普

拉斯方程或泊松方程进行求解时,由于系数矩阵大,
计算复杂,因此进行对数变换,简化待定系数求解。

令r=R1e-t[26],将r代入式(1),得

∂2Aχ

∂t2 +∂
2Aχ

∂θ2 =0 (5)

式中:lnR1

R2  ≤t≤0;θ1≤θ≤θ2。
式(5)为准笛卡尔坐标下的解析表达式。因此,

得到基于双曲函数的矢量磁位的解析表达式。
对于无源区域,矢量磁位Aχ 满足

∂2Aχ

∂t2 +∂
2Aχ

∂θ2 =0 (6)

对于永磁体区域,矢量磁位Aχ 满足

∂2Aχ

∂t2 +∂
2Aχ

∂θ2 =-μ0et
Ri

Mθ-∂Mr

∂θ  (7)

对于有源区域,矢量磁位Aχ 满足

∂2Aχ

∂t2 +∂
2Aχ

∂θ2 =-μ0JR2
ie-2t (8)

4 各子域磁场的解析计算

4.1 定子槽子域矢量磁位的泊松方程求解

定子槽子域为有源区域且为双层绕组形式,如
图4所示,其泊松方程由下式给出

∂2AⅢ

∂t2 +∂
2AⅢ

∂θ2 =-μ0JR2
4e-2t

-β
2+2kπZ ≤θ≤β

2+2kπZ
,t8 ≤t≤t7

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(9)

式中:t8=lnR4/R6  ;t7=0;Z为定子槽数。
矢量磁位在定子槽底和两侧的边界条件如下

∂AⅢ

∂θ -β
2+2kπZ

=0

∂AⅢ

∂θ β
2+2kπZ

=0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(10)

∂AⅢ

∂t t=t8
=0 (11)

根据边界条件,采用分离变量法求解方程式(9)的通
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图4 定子槽与绕组形式

Fig.4Statorslotandwindingconfigurations

解如下

AⅢ(t,θ)=aⅢ
0 -12μ0Ji e-t8t+12e

-2t+t8  +
∑
∞

n=1
aⅢ

n
Kβ
nπ  cosnπ

β
θ+β

2-2kπZ    (12)

式中:K=coshnπ
β

t-t8    coshnπ
β

t7-t8    ;n
为正整数;待定系数aⅢ

0 和aⅢ
n 根据矢量磁位的连续

性和边界条件确定。
由于矢量磁位在子域Ⅲ和子域Ⅱ边界处的连续

性,即

AⅢ(t7,θ)=AⅡ(t6,θ)

-β
2+2kπZ ≤θ≤β

2+2kπZ (13)

根据式(13)可得

aⅢ
0 = 14μ0Jiet8 +1

β∫
β/2+2kπ/Z

-β/2+2kπ/Z
AⅡ(t6,θ)dθ

aⅢ
n = 2

β∫
β/2+2kπ/Z

-β/2+2kπ/Z
AⅡ(t6,θ)cosnπθ

β  dθ
􀮠

􀮢

􀮡
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(14)

4.2 气隙矢量磁位的拉普拉斯方程求解

对于子域Ⅱ,矢量磁位AⅡ满足

∂2AⅡ

∂t2 +∂
2AⅡ

∂θ2 =0

0≤θ≤2π,t6 ≤t≤t5

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (15)

式中:t6=lnR3/R4  ;t5=0。
考虑周期性边界条件,求解方程式(15)的通

解为

AⅡ(t,θ)=∑
∞

n=1
K1aⅡ

n +K2bⅡ
n  cos(nθ)+

∑
∞

n=1
K1cⅡn +K2dⅡ

n  sin(nθ)

(16)

式中:n 为正整数;aⅡ
n 、bⅡ

n 、cⅡn 和dⅡ
n 为待定系数;

K1=1n
cosh(n(t-t5))
sinh(n(t6-t5))

;K2=1n
cosh(n(t-t6))
sinh(n(t5-t6))

。

矢量磁位在子域Ⅱ的边界条件确定如下

∂AⅡ

∂t t=t5
=∂AI∂t t=t4

=g(θ)

-α
2+kπ

pr ≤
θ≤α

2+kπ
pr

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(17)

根据式(17)可得

aⅡ
n = 1π∫

α/2+kπ/pr

-α/2+kπ/pr
g(θ)cos(nθ)dθ (18)

cⅡn = 1π∫
α/2+kπ/pr

-α/2+kπ/pr
g(θ)sin(nθ)dθ (19)

∂AⅡ

∂t t=t6
=∂AⅢ

∂t t=t7
=h(θ)

-β
2+2kπZ ≤θ≤β

2+2kπZ

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(20)

根据式(20)可得

bⅡ
n = 1π∫

β/2+2kπ/Z

-β/2+2kπ/Z
h(θ)cos(nθ)dθ (21)

dⅡ
n = 1π∫

β/2+2kπ/Z

-β/2+2kπ/Z
h(θ)sin(nθ)dθ (22)

4.3 转子永磁体子域矢量磁位的泊松方程求解

对于子域I,矢量磁位AⅠ满足

∂2AⅠ

∂t2 +∂
2AⅠ

∂θ2 =-μrmet
R2

Mθ-∂Mr

∂θ  
-α
2+kπ

pr ≤
θ≤α

2+kπ
pr
,t4 ≤t≤t3

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(23)

式中:t4=ln(R2/R3);t3=0。

α=παppr
(24)

β=
(1-αp)π

pr
(25)

式中:αp 为永磁体极弧系数。

4.3.1 永磁体径向磁化

表贴式永磁体展开的示意图如图5所示,表贴

式永磁体径向磁化的径向和切向分量可以表示为

Mrn =4
(-1)kBr

μrmnπ
sinnπαp

2  
Mθn =0

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (26)

式中:Br为永磁体剩磁密度。

图5 表贴式永磁体展开图

Fig.5Viewofpermanentmagnets
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4.3.2 永磁体平行磁化

永磁体平行磁化的径向和切向分量可表示为

Mrn = Br
μrm

αp A1n(αp)+A2n(αp)  

Mθn = Br
μrm

αp A1n(αp)-A2n(αp)  

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(27)

A1n(αp)=sin np+1  παp/2pr  
np+1  παp/2pr

(28)

A2n(αp)=
sin np-1  παp/2pr  

np-1  παp/2pr
,np≠1

1 ,np =1

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

(29)

4.3.3 表贴式永磁体径向磁化的泊松方程求解

对于表贴式永磁体径向磁化的结构设计,永磁

体子域的第二类边界条件为

∂AⅠ

∂t t=t3
=0 (30)

∂AⅠ

∂θ θ=-α
2+kπ

p

=R2e-t(-1)kBr (31)

∂AⅠ

∂θ θ=α
2+kπ

p

=R2e-t(-1)kBr (32)

  根据方程式(26),利用分离变量法得到泊松方

程式(23)的通解可表示如下

AⅠ(t,θ)=∑
∞

n=1
MaⅠ

n +XⅠ
n (t)cosnπαp

2    cos(nθ)+
∑
∞

n=1
McⅠ

n +XⅠ
n (t)sin(nπαp

2
)  sin(nθ)

(33)

M = cosh
(n(t-t4))

cosh(n(t3-t4))
(34)

XⅠ
n (t)= 1+1ne

(n+1)t  fn(t)-

M 1+1ne
(n+1)t3  fn(t3) (35)

fn(t)=
μ0

nprMrn+Mθn

1-np2
r

R2e-t ,npr≠1

0 ,npr=1

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

(36)
式中:n 为正整数;系数aⅠ

n 和cⅠ
n 根据边界条件

确定。
矢量磁位的边界条件为

AⅠ(t4,θ)=AⅡ(t5,θ) (37)

根据式(33)可以确定aⅠ
n 和cⅠ

n

aⅠ
n = 2

β∫
α/2+kπ/pr

-α/2+kπ/pr
AⅡ(t5,θ)cos(nθ)dθ (38)

cⅠn = 2
β∫

α/2+kπ/pr

-α/2+kπ/pr
AⅡ(t5,θ)sin(nθ)dθ (39)

  各子域的磁通密度可根据各子域的矢量磁位

求解

Bt= 1r
∂A
∂θ =e

t

Ri

∂A
∂θ

Bθ=-∂A∂r =e
t

Ri

∂A
∂t

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(40)

5 电磁参数计算

5.1 电磁转矩计算

利用麦克斯韦应力张量法计算电磁转矩,并表

示为

Te=Ls
μ0∫

2π

0
BtIt(te,θ)BθIθ(te,θ)dθ (41)

式中:Ls 为电机轴向有效长度;te=ln(R3/Re);Re=

(R3+R4)/2。

5.2 磁通量计算

对于双层绕组,三相磁链为

ψa

ψb

ψc

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 =

ψ1a

ψ1b

ψ1c

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 +

ψ2a

ψ2b

ψ2c

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 (42)

ψ1a

ψ1b

ψ1c

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 =

Ns

2CT
1 φ11,φ12,φ13,…,φ1Z  (43)

ψ2a

ψ2b

ψ2c

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 =

Ns

2CT
2 φ21,φ22,φ23,…,φ2Z  (44)

  定子槽与每相绕组的排布矩阵为

C1 =C2 =

1 0 0 -1 0 0 1 0 0 -1 0 0

0 -1 0 0 1 0 0 -1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 -1 0 0 1 0 0 -1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(45)

  对于定子槽,磁通量由下式计算

φ1i =-2LsR
2
4

kfS∫
β
2

0∫
t8

0
AⅢi(t,θ)e-2tdtdθ (46)

φ2i =-2LsR
2
4

kfS∫
β

β
2∫

t6

0
AⅢi(t,θ)e-2tdtdθ (47)

式中:kf为定子槽满率;S为定子槽截面积。
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5.3 空载反电动势计算

三相反电动势为

Ea=ωdψa

dθ

Eb =ωdψbdθ

Ec=ωdψc

dθ

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(48)

式中,ω为转子角速度。

基于改进子域解析模型的计算流程如图6所

示,首先通过坐标变换实现模型简化处理,确定各子

域矢量磁位方程的解析解,然后进行电机电磁参数

计算,为下一步与有限元法计算结果进行对比分析

奠定基础。

图6 改进子域解析模型的计算流程

Fig.6Flowdiagramoftheimprovedsubdomainanalyti-

calmodel

6 有限元分析与对比

本文以额定功率为1kW、定子槽数为12、定子

绕组极对数为2、永磁体极对数为10、极比为5的表

贴式永磁游标电机为例,验证改进后解析模型的可

行性和准确性。通过JMAG有限元分析软件建立

模型,在相同的计算条件下,计算了空载气隙磁密、

空载反电动势和额定转矩,分别与传统解析方法和

改进解析方法的计算结果进行比较。表贴式永磁游

标电机具体参数见表1。

表1 表贴式永磁游标电机具体参数

Table1ParametersofSPMVM

参数 数值

定子槽数Z 12
定子极对数ps 2
转子极对数pr 10

定子外径R7/mm 62
定子内径R6/mm 40.3
气隙长度g/mm 0.8
转子内径R1/mm 16

永磁体厚度 Hm/mm 3.3
转速Nr/(r·min-1) 500
每相串联匝数Ns 125
定子齿宽h1/mm 6.8
定子轭宽h2/mm 5.5

铁心有效长度Ls/mm 80

图7为表贴式永磁游标电机三维拓扑结构图。
根据表1的参数建立有限元分析模型,额定转速设

定为500r/min,进行空载电磁性能分析。图8为有

限元模型的空载磁力线和磁密分布图。

图7 表贴式永磁游标电机三维拓扑结构

Fig.73DtopologicalstructureofSPMVM

(a)磁力线分布

 
(b)磁密分布

图8 空载磁场有限元仿真

Fig.8No-loadmagneticfluxdistribution

计算空载工况下的磁场分布,利用商用软件

JMAG建立二维瞬态场。对表贴式永磁游标电机

空载时的气隙磁场进行仿真,利用场计算器求解空

载气隙磁密,如图9所示。
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(a)径向气隙磁密波形

(b)径向气隙磁密误差分布

(c)谐波分析

图9 空载气隙磁密分布

Fig.9Airgapmagneticdensitydistributioninno-loadfield

图9(a)给出了径向气隙磁密的波形分布,由图可

见,改进解析方法和有限元法得到的波形吻合良好,
由于解析方法在计算时只选取了有限次谐波,忽略了

其余高次谐波,因此只有在波形的尖峰出现一些误

差,如果选取的谐波次数越多,计算结果就会越接近

有限元分析结果,但是随着选取谐波次数的增加,计
算量也会增大。图9(b)为传统解析方法和改进解析

方法的气隙径向磁密波形相对于有限元法各点的误

差分布,由图9可知,改进后解析方法比传统解析方

法的计算误差更小。图9(c)是气隙径向磁密的谐波

分析对比结果,其中2、10、22次谐波为主要工作谐

波,其余谐波为高次谐波。以有限元法计算结果为标

准值,对传统解析方法和改进解析方法计算的主要工

作谐波幅值进行误差分析,结果见表2。从表2中的

数据可以看出,采用传统解析方法计算2次工作谐波

相对于有限元计算结果的误差为1.2%,改进后的解

析方法计算误差为0.33%;采用传统解析方法计算

10次工作谐波相对于有限元计算结果的误差为

2.12%,改进后的解析方法计算误差为1.42%;采用

传统解析方法计算22次工作谐波相对于有限元计算

结果的误差为5.71%,改进后的解析方法计算误差为

5.77%。由此可见,改进的解析方法对空载气隙磁密

计算有较高的准确度,误差均在设计允许的范围内。
表2 径向气隙磁密主要工作谐波幅值及误差比较

Table2Themainworkharmonicamplitudevalueanderror

工作

谐波

磁通密度/T 磁通密度相对误差/%
FEM 改进前 改进后 改进前 改进后

2 0.175770.173660.17635 1.20 0.33
10 0.727640.712250.71732 2.12 1.42
22 0.159810.168930.16904 5.71 5.77

在空载工况下,转速为500r/min时,计算三相

空载反电动势,结果如图10所示。两种解析方法计

算的空载反电动势波形均接近正弦波,且与有限元

法计算结果吻合较好。

(a)空载反电动势波形

(b)谐波分析

图10 空载反电动势波形与谐波分析

Fig.10No-loadback-EMFwaveformandharmonicanalysis
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  额定转速和电流的电磁转矩如图11所示,与传

统解析方法相比,改进后的解析方法的电磁转矩计

算结果更接近有限元法计算结果,电磁转矩脉动

更小。

图11 额定转速和电流的电磁转矩

Fig.11Electromagnetictorqueatratedspeedandcurrent

分别通过传统解析法、改进解析法和有限元法

计算三相绕组磁链波形如图12所示,两种解析方法

计算所得的磁链波形与有限元计算均存在一定误

差,这是因为在计算每一个线圈的磁链时误差被

积累。

图12 3种方法的三相绕组磁链波形

Fig.12Fluxlinkageofthree-phasewindingsusingthreemethods

7 样机测试与验证

为了验证改进子域解析方法的有效性和准确

性,根据表1中的电机参数加工制作了表贴式永磁

游标电机,实验平台如图13所示。
通过实验平台测试了空载额定转速为500r/min

时的三相反电动势,如图14(a)所示,有效值为133V,
频率为83.33Hz。图14(b)是 A相空载反电动势

测量值结果与有限元法、两种解析方法计算结果对

比,波形总体趋势基本一致。图15(a)是转速为

400r/min时的三相空载反电动势实测波形,对A相

的空载反电动势进行了比较,如图15(b)所示。

图13 样机测试实验平台

Fig.13ThetestbenchfortheproposedSPMVMprototype

(a)三相空载电动势测试波形

(b)A相空载反电动势测量值与3种方法计算结果的对比

图14 转速为500r/min时的空载反电动势波形

  Fig.14Comparisonofthephaseno-loadback-EMF
waveforms(500r/min)

根据式(45)可知,反电动势的计算精度取决于

磁链的计算精度,由图14(b)、图15(b)可以看出,采
用有限元法和解析法的反电动势计算结果均略大于

实际测量结果,这是因为在有限元法和解析法计算

时默认定、转子铁心磁导率均为无穷大,永磁体相对

磁导率为1,且未考虑样机制作中的各类材料的实

际特性与理想特性的误差以及样机制作的结构

误差。
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(a)三相空载电动势测试波形

(b)A相空载反电动势测量值与3种方法计算结果的对比

图15 转速为400r/min时的空载反电势波形

  Fig.15Comparisonofthephaseno-loadback-EMF
waveforms(400r/min)

8 结 论

针对二维极坐标下的电机磁场子域解析模型数

学方程多、系数矩阵大、计算过程复杂等问题,本文

提出一种改进子域解析模型用于表贴式永磁游标电

机磁场分析模型。该模型在准笛卡尔坐标系下表示

各子域矢量磁位的拉普拉斯方程和泊松方程,采用

分离变量法确定每个子域的拉普拉斯方程或泊松方

程的通解,然后将方程的解简化为双曲函数形式,解
析表达式比二维极坐标系更简单。与传统解析模

型、有限元模型、样机实验测试进行对比,可以得出

以下结论:
(1)与二维极坐标系下的传统电机磁场子域解

析模型相比,该模型通过坐标变换,减少了矢量磁位

方程数量,降低了原始模型系数矩阵复杂度,缩短了

运算时间;
(2)通过与传统解析模型、有限元模型、样机实

验测试数据对比,得到空载气隙磁密、转矩、空载反

电动势的波形趋势一致且吻合较好,虽有误差但都

在设计允许的误差范围以内,从而保证了原有解析

计算的精度;
(3)在电机设计中,虽然有限元分析有诸多便利

之处,但本文改进的解析方法对于对称性弱的永磁

游标电机初始优化设计和反向验证方面也不失为一

种快速便捷的计算方法。
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基于能量的磁滞模型参数解析计算

常勇１，　 包广清２，　 陈俊全３，　 杨巧玲１
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摘　 要：针对传统磁滞建模方法未考虑电工钢片等磁性材料在磁化过程中自身的能量变化，导致在
实际复杂磁化环境工况中对铁磁材料磁滞特性的模拟精度受限。 本文提出一种基于能量的磁滞模
型参数解析计算方法。 首先分析了外加磁场与钉扎点对应的可逆磁场的关系，然后通过矫顽力随
磁滞回环峰值的变化曲线确定分布函数 Ｗ（ｈ） 与不同磁场强度峰值的钉扎分布密度，根据钉扎分
布密度与外加磁场强度峰值的关系计算钉扎场强及其所占权重，建立能量磁滞模型，将模型离散方
程转化为连续方程，进行矢量化，并给出基于能量磁滞模型的解析计算公式，通过解析方法进行模
型参数辨识。 最后利用不同频率下测量的实验数据与解析模型预测结果对比，并进行误差分析，结
果表明，该解析方法计算精度保持在 ９５％以上，同时具有良好的识别速度和鲁棒性。
关键词：电工钢片；能量磁滞模型；钉扎分布密度；可逆磁场强度；解析计算
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ａｃｃｕｒａｃｙ ｏｆ ｔｈｅ ｈｙｓｔｅｒｅｓｉｓ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｆｅｒｒｏｍａｇｎｅｔｉｃ ｍａｔｅｒｉａｌｓ ｉｎ ａｃｔｕａｌ ｃｏｍｐｌｅｘ ｍａｇｎｅｔｉｚａｔｉｏｎ ｅｎｖｉ⁃
ｒｏｎｍｅｎｔ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ． Ａｎ ｅｎｅｒｇｙ⁃ｂａｓｅｄ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｗａｓ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｆｏｒ ｈｙｓｔｅｒｅｓｉｓ ｍｏｄｅｌ ｐａ⁃
ｒａｍｅｔｅｒｓ． Ｂｙ ｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄ ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｗａｓ ａｎａｌｙｚｅｄ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ａｐｐｌｉｅｄ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｆｉｅｌｄ ａｎｄ ｔｈｅ ｒｅｖｅｒｓｉ⁃
ｂｌｅ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｆｉｅｌｄ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｐｉｎｎｉｎｇ ｐｏｉｎｔ， ａｎｄ ｔｈｅｎ ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ Ｗ（ｈ） ａｎｄ ｔｈｅ
ｐｉｎｎｉｎｇ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｄｅｎｓｉｔｙ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｆｉｅｌｄ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｐｅａｋｓ ｗｅｒｅ ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ ｔｈｒｏｕｇｈ ｔｈｅ ｖａｒｉａ⁃
ｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｃｏｅｒｃｉｖｅ ｆｏｒｃｅ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｐｅａｋ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｔｈｅ ｈｙｓｔｅｒｅｓｉｓ ｌｏｏｐ． Ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ
ｔｈｅ ｐｉｎｎｉｎｇ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｄｅｎｓｉｔｙ ａｎｄ ｔｈｅ ｐｅａｋ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｔｈｅ ａｐｐｌｉｅｄ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｆｉｅｌｄ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ， ｔｈｅ ｐｉｎｎｉｎｇ
ｆｉｅｌｄ ｓｔｒｅｎｇｔｈ ａｎｄ ｗｅｉｇｈｔ ｗｅｒｅ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ， ａｎｄ ａｎ ｅｎｅｒｇｙ ｈｙｓｔｅｒｅｓｉｓ ｍｏｄｅｌ ｗａｓ ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ． Ｔｈｅ ｄｉｓｃｒｅｔｅ
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ｅｑｕａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｗａｓ ｔｒａｎｓｆｏｒｍｅｄ ｉｎｔｏ ａ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｅｑｕａｔｉｏｎ ａｎｄ ｖｅｃｔｏｒｉｚｅｄ， ａｎｄ ａｎ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｃａｌｃｕ⁃
ｌａｔｉｏｎ ｆｏｒｍｕｌａ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｅｎｅｒｇｙ ｈｙｓｔｅｒｅｓｉｓ ｍｏｄｅｌ ｗａｓ ｐｒｏｖｉｄｅｄ， ａｎｄ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｗｅｒｅ ｉｄｅｎｔｉ⁃
ｆｉｅｄ ｔｈｒｏｕｇｈ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄｓ． Ｆｉｎａｌｌｙ， ｔｈｅ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｄａｔａ ｍｅａｓｕｒｅｄ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｗｅｒｅ
ｃｏｍｐａｒｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ， ａｎｄ ｅｒｒｏｒ ａｎａｌｙｓｉｓ ｗａｓ ｃｏｎｄｕｃｔｅｄ． Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ
ｓｈｏｗ ｔｈａｔ ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄ ｈａｓ ｈｉｇｈ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ａｃｃｕｒａｃｙ， ｒｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ ｓｐｅｅｄ， ａｎｄ ｒｏｂｕｓｔｎｅｓｓ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｅｌｅｃｔｒｉｃａｌ ｓｔｅｅｌ ｓｈｅｅｔ； ｅｎｅｒｇｙ⁃ｂａｓｅｄ ｈｙｓｔｅｒｅｓｉｓ ｍｏｄｅｌ； ｐｉｎｎｉｎｇ ｆｉｅｌｄ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｄｅｎｓｉｔｙ； ｗｒｉｔｅ
ｃｒｉｔｅｒｉｏｎ； ｒｅｖｅｒｓｉｂｌｅ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｆｉｅｌｄ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ； ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ

０　 引　 言

电工钢片作为电机设备能量转换的核心部件，
对提升设备效率、稳定运行具有重要意义。 然而，在
电机设计和电磁计算时，通常采用线性化处理或简

单的磁化曲线来描述电工钢片的磁滞特性，导致与

实际工程存在差异［１］。 尤其对于永磁电机，电工钢

片和永磁体产生交叉耦合效应，呈现出复杂的非线

性电磁特性，对电机性能、效率、损耗和多物理场产

生显著影响［２ － ４］。 因此，精细模拟电工钢片等磁性

材料的磁特性对于进一步提高电机效能至关

重要［５ － ７］。
目前，研究人员致力于提高对磁性材料磁滞特

性的模拟精度，提出了各种磁滞模型。 其中，Ｐｒｅｉｓａ⁃
ｃｈ 模型被认为是经典的磁滞建模方法之一，能准确

模拟磁性材料的磁滞行为，但该方法需要大量算子

模型进行数值积分， 模型参数较多， 计算时间

长［８ － １２］。 Ｊｉｌｅｓ⁃Ａｔｈｅｒｔｏｎ 模型是由 Ｄａｖｉｄ Ｊｉｌｅｓ 和 Ｄａ⁃
ｖｉｄ Ａｔｈｅｒｔｏｎ 于 １９８４ 年首次提出［１３］。 相较于 Ｐｒｅｉｓａ⁃
ｃｈ 模型，Ｊｉｌｅｓ⁃Ａｔｈｅｒｔｏｎ 模型的数学表达相对简洁，容
易实现和计算，且能够充分考虑影响电工钢片磁化

过程的环境因素，如温度、应力等［１４ － １７］。 然而，
Ｊｉｌｅｓ⁃Ａｔｈｅｒｔｏｎ 模型的参数是在材料处于饱和磁化状

态时确定的，这导致在模拟低磁密和谐波环境下的

磁滞特性时存在较大误差。 对于某些特殊磁性材料

和复杂的磁滞行为，需要更多参数以适应实际情况，
这增加了参数辨识的难度［１８］。 Ｅｎｅｒｇｅｔｉｃ 模型基于

磁能密度的变化，通过对磁能的积分来描述材料的

磁滞特性，主要关注材料磁能状态及其变化，从而捕

捉磁滞回线的特征。 该模型优点在于较好地反映了

材料的磁滞特性，尤其适用于某些特殊的磁滞行为

和复杂的材料结构，模拟精度较高。 然而，该模型的

参数识别过程相对复杂，且参数识别结果显著影响

磁滞模型的计算准确性［１９ － ２２］。 以上所述磁滞模型

的预测精度均依赖于其参数辨识的精度，模型参数

较多，参数辨识速度慢，因此成为研究人员关注的焦

点［２３ － ２５］。 由于利用有限元法求解电机电磁多物理

场非常耗时，若再引入此类磁滞模型，将进一步增加

计算负担，同时也存在计算不收敛的风险［２６ － ２７］。 基

于能量的磁滞模型是一种更全面的磁滞模型，基于

热力学定律准确表征铁磁材料的滞后行为［２８ － ３３］。
该模型考虑了电工钢片在磁化过程中的能量损耗，
更精确地描述磁性材料在外磁场作用下的磁化过

程，并考虑了材料内部的能量转换和损耗，这在实际

工程应用中非常重要。
为了实现超高效率电机精细化的优化设计，精

确模拟其所用电工钢片等软磁材料的磁滞特性，本
文提出了一种基于能量的解析模型。 首先通过实验

数据分析矫顽力随外加磁场强度峰值的变化规律，
然后确定磁滞回线上的磁滞单元数量与外加磁场强

度峰值之间的关系，计算钉扎场强及其对应权重值，
建立磁滞模型，将模型离散方程转化为连续方程，推
导基于能量的磁滞模型的解析计算公式，通过解析

方法进行模型参数辨识。 最后利用不同频率下测量

的实验数据与解析模型计算结果对比，并进行误差

分析，结果表明，该解析方法计算精度高，计算速度

快且鲁棒性好，为高功率密度电机的优化设计所用

材料提供数据支撑。

１　 解析模型

磁滞现象是由于磁畴的磁化和反磁化过程引起

的。 磁化时，在外加磁场作用下，材料内部的磁畴会

逐渐与外加磁场方向一致。 随着外加磁场强度增

加，磁畴的磁化会逐渐增强，直止饱和状态。 反磁化

时，当外加磁场减小至零或反向增大时，磁畴不会立

即恢复初始状态，而是需要克服一定的钉扎场作用。
对于理想晶体材料（无杂质），在单一磁场作用下，
磁畴壁光滑，无摩擦力，没有额外的损耗，磁化过程
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是可逆的，当外加磁场强度从大变为小时，磁化过程

会完全相反地变化，磁畴回到初始状态，该磁化曲线

称为无磁滞磁化曲线。 当晶体材料中存在杂质或缺

陷，内部产生小的磁空隙，这些磁空隙钉扎在磁畴壁

上。 每一个钉扎壁都对应一个局部能量的最小值，
使得磁畴在磁化或反磁化过程中需要克服这些钉扎

点的阻力。 图 １ 为磁畴示意图与磁滞产生机理，其
中： Ｍ 为磁化强度； Ｈ 为磁场强度。 随着材料内部

杂质不断增多，出现连续密集的钉扎点，导致磁畴壁

在进行磁化或反磁化时会从一个钉扎点跳跃到下一

个钉扎点，从而产生了磁滞回线和不可逆损耗。

图 １　 磁畴示意图与磁滞产生机理

Ｆｉｇ． １　 Ｍａｇｎｅｔｉｃ ｄｏｍａｉｎ ｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎ ａｎｄ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ｏｆ
ｈｙｓｔｅｒｅｓｉｓ ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ

从电工钢片磁化过程中能量变化的角度考虑，
将磁化过程类比为物理学中研究静摩擦力的滑块，
这里滑块代表材料内部的磁畴，钉扎效应类似于静

摩擦力，静摩擦力等效图如图 ２ 所示。 通过能量分

析来考虑磁化过程中的能量变化，将磁化过程中的

能量流向分为两部分：一部分是可逆磁场强度，代表

磁畴在外加磁场作用下克服摩擦力回到初始状态所

做的功，没有能量损失；另一部分是不可逆磁场强

度，代表磁畴在钉扎效应的影响下不能完全返回初

始状态，导致能量转化为热损耗。 根据能量守恒定

律，将两部分磁场强度的能量变化联系起来，建立基

于能量的磁滞模型。

图 ２　 静摩擦力等效图

Ｆｉｇ． ２　 Ｓｔａｔｉｃ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｆｏｒｃｅ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｄｉａｇｒａｍ

１． １　 离散化模型

根据图 ２，将磁化过程中施加的磁场强度 ｈ 分

解为可逆分量 ｈｒ 和不可逆分量 ｈｉ ，即
ｈ ＝ ｈｒ ＋ ｈｉ。 （１）

可逆分量 ｈｒ 被离散化为 Ｎ 个力学单元（钉扎场

总数为 Ｎ）所代表的可逆磁场强度 ｑｋ 的加权和，
图 ３（ａ）和图 ３（ｂ）分别表示 Ｎ ＝ １ 和 Ｎ ＝ ４ 的 ｈ 矢

量关系，总可逆磁场强度 ｈｒ 与每个钉扎点对应可逆

磁场强度 ｑｋ 的关系［２６］满足

ｈｒ ＝ ∑
Ｎ－１

ｋ ＝ ０
ωｋ ｑｋ。 （２）

式中： ωｋ 为权重系数，即 ∑
Ｎ－１

ｋ ＝ ０
ωｋ ＝ １， 在多钉扎场作

用下，每个钉扎点对应可逆磁场强度 ｑｋ 按照式（３）
迭代更新：

ｑｋ ＝
ｑｋ－１
ｋ ，‖ｈ － ｑｋ－１

ｋ ‖ ＜ κｋ；

ｈ － κｋ·
ｈ － ｑｋ－１

ｋ

‖ｈ － ｑｋ－１
ｋ ‖

，‖ｈ － ｑｋ－１
ｋ ‖ ≥ κｋ。

ì

î

í

ïï

ïï

（３）
式中： ｑｋ－１

ｋ 为 ｑｋ 的前一时刻的值； κｋ 为钉扎场强。
模型的更新迭代规则示意图如图 ４ （ ａ） 所

示［２９］。 只有当外力克服弹簧力作用后的值大于滑

块的静摩擦力，才会有位移增量，该增量对应着磁化

状态的改变。 通过更新迭代确保模型能在每一时刻

准确计算出新的磁化状态，从而提供对磁滞现象的

精确描述。
磁化强度 ｍ 通过可逆分量 ｈｒ 获得，即

ｍ ＝ Ｍａｎ（‖ ｈｒ‖）·
ｈｒ

‖ ｈｒ‖
。 （４）
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式中 Ｍａｎ（‖ ｈｒ‖） 为标量无磁滞磁化强度函数。

图 ３　 Ｎ ＝ １ 和 Ｎ ＝ ４ 的 ｈ 矢量关系图

Ｆｉｇ． ３　 Ｇｒａｐｈｉｃａｌ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｖｅｃｔｏｒ ｅｑｕａｔｉｏｎ
ｗｉｔｈ Ｎ ＝ １ ａｎｄ Ｎ ＝ ４

图 ４　 模型的更新迭代规则

Ｆｉｇ． ４　 Ｃｅｌｌ ｕｐｄａｔｅ ｒｕｌｅ ｉｎ ｔｈｅ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｃａｓｅ ａｎｄ ｉｎ ｔｈｅ
ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｃａｓｅ

磁通密度为

ｂ ＝ μ０（ｍ ＋ ｈ）。 （５）
为了确定模型，需确定 Ｍａｎ（‖ ｈｒ‖） 的值和参

数集合 ｛ωｋ，κｋ｝。
１． ２　 连续性模型

将离散方程（２）改写为如下连续方程：

ｈｒ ＝ ｌｉｍ
Ｎ→∞

∑
Ｎ－１

ｋ ＝ ０
ωｋ ｑｋ ＝ ∫１

０
ｑ（ω）ｄω。 （６）

式中：用 ｄω代替ωｋ；可积函数 ｑ（ω） 代替ｑｋ；将权重

∑
Ｎ－１

ｋ ＝ ０
ωｋ 按照升序排列，即

０ ≤ ω１ ≤ ω１ ＋ ω２ ≤ … ≤ ∑
Ｎ－２

ｋ ＝ ０
ωｋ ≤ ∑

Ｎ－１

ｋ ＝ ０
ωｋ ＝ １。

（７）
将式（３）写成如下微分方程的形式，即

ｄｑ ＝ （ｈ － ｑ） ＋ ｄｈ － κ （ｈ － ｑ） ＋ ｄｈ
‖（ｈ － ｑ） ＋ ｄｈ‖。

（８）
为了确定连续性方程，将式（８）写成一阶泰勒

公式，即

ｄｑ ＝ （ｈ － ｑ）［ｄｈ·（ｈ － ｑ）］
‖（ｈ － ｑ）‖２ 。 （９）

实际上

‖（ｈ － ｑ）‖
‖（ｈ － ｑ） ＋ ｄｈ‖ ＝ κ

‖（ｈ － ｑ） ＋ ｄｈ‖。

（１０）
在 ｄｈ ＝ ０ 处附近进行线性化处理，即

‖（ｈ － ｑ）‖
‖（ｈ － ｑ） ＋ ｄｈ‖ ≃１ － ｄｈ·（ｈ － ｑ）

‖（ｈ － ｑ）‖２ ＝

ｄｈ·（ｈ － ｑ）
κ２ 。 （１１）

代入式（８）可得

ｄｑ ≃ （ｈ － ｑ） ＋ ｄｈ －

１ － ｄｈ·（ｈ － ｑ）
κ２( )［（ｈ － ｑ） ＋ ｄｈ］。

（１２）
连续性模型的更新迭代规则如图 ４（ｂ）所示，忽

略式（１２）中的非线性项，可得到式（９）。 如图 ４（ｃ）
所示，当 ｄｈ 和 ｈ － ｑ 方向一致时，ｄｑ ＝ ｄｈ 达到最大

值。 如图 ４（ｄ）所示，如果 ｄｈ 垂直于向量 ｈ － ｑ，则
得到 ｄｑ ＝ ０。因此只有当 ｄｈ·（ｈ － ｑ） ＞ ０ 时， 模型

才会发生变化。 因此有

ｄｑ ＝ （ｈ － ｑ） ｍａｘ（［ｄｈ·（ｈ － ｑ）］，０）
‖（ｈ － ｑ）‖２ 。

（１３）
连续方程的更新迭代如下

ｄｑ ＝

（ｈ － ｑ） ｍａｘ（［ｄｈ·（ｈ － ｑ）］，０）
‖（ｈ － ｑ）‖２ ，‖（ｈ － ｑ）‖ ＝ κ；

０，其他。
{

（１４）
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ｄｑ ＝

（ｈ － ｑ） ｍａｘ（［ｄｈ·（ｈ － ｑ）］，０）
κ２ ，‖（ｈ － ｑ）‖ ＝ κ；

０，其他。
{

（１５）
式中： κ ＝ κ（ω） 是确定的钉扎场强。 与离散数学

模型类似，不失一般性地假设 κ（ω） 是一个递增

函数。
必须注意的是，当 κ（ω） ＝ ０ 的情况。 在离散

数学模型中， κ０ ＝ ０ 表示一个具有无磁滞行为的分

量，即 ｑｋ ＝ ｈ。在连续数学模型中，当 κ（ω） ＝ ０ 时，
包含了一个无磁滞磁化强度函数，即：

ｄｑ ＝

（ｈ － ｑ） ｍａｘ（［ｄｈ·（ｈ － ｑ）］，０）
κ２ ，‖（ｈ － ｑ）‖ ＝ κ；

ｄｈ，κ ＝ ０；
０，其他。

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１６）
１． ３　 参数辨识

为了确定解析模型，必须确定无磁滞磁化强度

函数 Ｍａｎ（‖ ｈｒ‖） 和参数集合 ｛ωｋ，κｋ｝ 。 无磁滞

磁化强度函数 Ｍａｎ（‖ ｈｒ‖） 可通过算法单独确定，
不再赘述。 本文主要确定参数 ωｋ 和 κｋ。

基于上述连续数学模型，将在标量情况下进行

参数辨识。 首先确定矫顽力 ｈｃｏｅｒ 与磁滞回环峰值

ｈｐｅａｋ 的函数关系，即

ｈｃｏｅｒ ＝
∑ｍ（ｈｐｅａｋ）

ｋ ＝ ０
ωｋκｋ

∑ｍ（ｈｐｅａｋ）

ｋ ＝ ０
ωｋ

。 （１７）

式中 ｍ（ｈｐｅａｋ） 为当 κｋ ＜ ｈｐｅａｋ 时的最大值。
ｋ ≤ ｍ（ｈｐｅａｋ）⇔κ ＜ ｈｐｅａｋ。 （１８）

实际上，从式（１８）中可以清楚地看出， ｍ（ｈｐｅａｋ）
包含了确定序列 ｛κｋ｝ 所需的所有值，然而式（１７）
是离散模型。 可以通过曲线 ｈｃｏｅｒ 的离散点集所得到

的参数集合 ｛ωｋ｝ 和 ｛κｋ｝ 进行数值拟合，进而实现

参数辨识，不需要进行参数优化，避免了常见参数辨

识优化算法的收敛问题。
本文将式（１７）改写为连续性方程，并确定了一

个与 ｍ（ｈｐｅａｋ） 的连续对应的分布函数 Ｗ（ｈｐｅａｋ） 的

解析表达式，由此可以得到钉扎场强 κ（ω）。 在理论

分析中，假设连续曲线 ｈｃｏｅｒ 是已知的。 从实际工

程角度来看，连续曲线是根据离散的样本点集

｛（ｈｃｏｅｒ，ｈｐｅａｋ） ｋ｝ 拟合得出。

分布函数Ｗ（ｈ） 的定义，对于分布 κ：ω ｈ将 ω
的值从区间［０，１］映射到钉扎场 ｈ ，其中假设 κ（ω）
是单调非递减。 在连续曲线上， （ｄω，κ（ω）） 表示

具有权重 ｄω 钉扎场强为 κ（ω） 的无穷小单元。
定义辅助分布函数 Ｗ（ｈ）：ｈ ω 是钉扎场 ｈ 到

ω 的映射，并满足：
κ（ω） ≤ ｈ，∀ω ≤ Ｗ（ｈ）。 （１９）

为了简化处理， 在文章后面的计算中假设

κ（ω） 是严格单调递增函数，具有双射的特性。
κ（ω） ＝ ｈ⇔ω ＝ Ｗ（ｈ）⇔κ（Ｗ（ｈ）） ＝ ｈ。

（２０）
式（２０）表示对于给定的 ｈ ，存在一个唯一的 ω

使得 κ（ω） ＝ ｈ，可以通过辅助分布函数 Ｗ（ｈ） 得到

ω，即 ω ＝ Ｗ（ｈ）。
因此，将 Ｗ（ｈ） 改写为 κ 的逆函数形式，即

Ｗ（ｈ） ＝ κ －１（ｈ）。 （２１）
一般情况下， κ（ω） 是一个分段连续函数，同理

也可以用分布函数的形式来处理。 因此，对式（２１）
进行逆变换，通过逆映射的概念重新表述 Ｗ（ｈ） ，即
Ｗ（ｈ） ＝ ｓｕｐ｛κ －１（［０，ｈ］）｝ ＝ ｓｕｐ｛ω：κ（ω） ≤ ｈ｝。

（２２）
式中： κ －１（［０，ｈ］） 表示函数 κ 的逆映射在区间

［０，ｈ］ 上所有值的集合，即，这个集合包含了所有

ω， 使得 κ（ω） 的值位于区间 ［０，ｈ］ 内。 ｓｕｐ｛ω：
κ（ω） ≤ ｈ｝ 表示Ｗ（ｈ） 是集合 ｛ω：κ（ω） ≤ ｈ｝ 中的

最大值，即寻找所有满足 κ（ω） 小于或等于 ｈ 的 ω
中的最大值。

分布函数 Ｗ（ｈ） 是与式 （１８） 预先定义的量

ｍ（ｈｐｅａｋ） 连续对应。 显然， 可以通过分布函数

Ｗ（ｈ） 确定 κ（ω） 值。
图 ５ 为分布函数 Ｗ（ｈ） 变化曲线，对于任意

ｈ ≥ κ（１） ，存在 Ｗ（ｈ） 与之对应。 其中
ｄｈｃｏｅｒ

ｄｈｐｅａｋ
在

ｈｐｅａｋ ＝ ０ 时的值对 Ｗ（０） 有影响。 实际上，如果当

ｈｐｅａｋ ＝ ０ 时，
ｄｈｃｏｅｒ

ｄｈｐｅａｋ
＞ ０ ，则磁场非常小的变化量会

立即引起磁化强度的增加。 因此，存在一个无磁滞

磁化强度状态分量，即 κ０ ＝ ０ 。 在连续的情况下，
会有 κ（０） ＝ ０ ，因此也会有 Ｗ（０） ＝ ０ 。 否则，如
果 ｈｐｅａｋ ＝ ０ 时， ｄｈｃｏｅｒ ／ ｄｈｐｅａｋ ＝ ０ ， Ｗ（ｈ） 的值将在

（０，１］范围内变化。
最后，分布函数 Ｗ（ｈ） 的导数与钉扎场 κ（ω） ＝

ｈ 无穷小量所占的权重相关，如图 ５ 所示。
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图 ５　 分布函数 Ｗ（ｈ）的示意图

Ｆｉｇ． ５　 Ｓｋｅｔｃｈ ｏｆ ｔｈｅ ｇｒａｐｈｉｃ ｏｆ ｔｈｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ Ｗ（ｈ）

ｄω ＝ ｄＷ
ｄｈ( )ｄｈ。 （２３）

式（２３）表明，当 ｈ 变化一个微小的量 ｄｈ 时，对

应的 ω 变化量为 ｄω，ｄＷｄｈ 表示 Ｗ（ｈ） 对 ｈ 的敏感度，

衡量 ｈ 微小变化引起的 ω 的变化率。
从概率学的角度来看，分布函数 Ｗ（ｈ） 是钉扎

场强 κ的累积，因此，其导数是钉扎场强 κ∈［ｈ，ｈ ＋
ｄｈ］ 的概率分布。 ｈ 的拐点处， 其中二阶导数

ｄ２Ｗ ／ ｄｈ２ ＝ ０ ，对应权重分布的峰值或局部极小值。
为便于分析计算，提出以下假设：
１）关于 ｈｃｏｅｒ（ｈｐｅａｋ） 的性质：假设 ｈｃｏｅｒ（ｈｐｅａｋ） 函

数非负、可导，且对于任意 ｈｐａｅｋ ≤ ｈｓａｔ
ｐｅａｋ ，严格单调递

增。 当 ｈｐｅａｋ ≥ ｈｓａｔ
ｐｅａｋ，ｈｃｏｅｒ 将达到恒定饱和状态 ｈｓａｔ

ｃｏｅｒ，即

ｈｐｅａｋ ≥ ｈｓａｔ
ｐｅａｋ⇒ｈｃｏｅｒ ≡ ｈｓａｔ

ｃｏｅｒ。 （２４）

式中 ｈｐｅａｋ 和 ｈｓａｔ
ｐｅａｋ 为常数。

２） 关于分布函数 Ｗ（ｈ） 的假设： 分布函数

Ｗ（ｈ） 在任意一点连续可导，且对于任意 ｈ ＜ κ（１）
都有 ｄＷ ／ ｄｈ ＞ ０ ，其中 ω ∈ ［０，１］ 。

根据假设条件 １） 可知，即使在 ｈｐｅａｋ ＝ ０ 时，
ｈｃｏｅｒ（ｈｐｅａｋ） 导数恒大于 ０。 因此，必然存在一个无磁

滞的钉扎点，且分布函数 Ｗ（ｈ） 满足以下条件，即
Ｗ（０） ＝ ０；
Ｗ（ｈｓａｔ

ｐｅａｋ） ＝ １。} （２５）

首先，假设材料没有达到磁饱和状态，即 ０ ≤
ｈｐｅａｋ ＜ ｈｓａｔ

ｐｅａｋ。 式（１７）的离散方程的连续方程为

ｈｃｏｅｒ（ｈｐｅａｋ） ＝
∫Ｗ（ｈｐｅａｋ）

０
κ（ω）ｄω

∫Ｗ（ｈｐｅａｋ）

０
ｄω

。 （２６）

根据式 （ ２５ ） 可得， 将式 （ ２６ ） 分母简 化 为

Ｗ（ｈｐｅａｋ） ，利用式（２０）将式（２６）分子变为积分形式

∫ｈｐｅａｋ
０

ｈ ｄＷ
ｄｈ ｄｈ， 即可得到

Ｗ（ｈｐｅａｋ）ｈｃｏｅｒ（ｈｐｅａｋ） ＝ ∫Ｗ（ｈｐｅａｋ）

Ｗ（０）
κ（ω）ｄω ＝

∫ｈｐｅａｋ
０

ｈ ｄＷ
ｄｈ ｄｈ。 （２７）

式中 κ（Ｗ（ｈ）） ＝ ｈ 。
由图 ５ 可知，在接近磁饱和时， Ｗ（ｈｐｅａｋ） 的保

持不变，因此 ｄＷ ／ ｄｈ ≃ ０。 对于模型参数辨识，需要

获得磁饱和时的数据。
利用分部积分法，对式（２７）整理可得

Ｗ（ｈｐｅａｋ）（ｈｐｅａｋ － ｈｃｏｅｒ） ＝ ∫ｈｐｅａｋ
０

Ｗ（ｈ）ｄｈ。 （２８）

由上式可知， ｈｐｅａｋ ＞ ｈｃｏｅｒ。 对式（２８）求解 ｈｐｅａｋ ，
从而得到以下微分方程，该方程必须在合理的初始

条件下才能求解：

ｄＷ
ｄｈｐｅａｋ

＝
Ｗ（ｈｐｅａｋ）

ｄｈｃｏｅｒ

ｄｈｐｅａｋ

ｈｐｅａｋ － ｈｃｏｅｒ
。 （２９）

由式（２５）可知，若将 Ｗ（０） ＝ ０ 作为初始条

件，上式的柯西问题存在无穷多个解。 因此将

Ｗ（ｈｓａｔ
ｐｅａｋ） ＝ １ 作为初始条件，在 ［ｈｐｅａｋ，ｈｓａｔ

ｐｅａｋ］ 范围内

对式（２６）逆向积分得

ｌｏｇＷ（ｈｓａｔ
ｐｅａｋ） － ｌｏｇＷ（ｈｐｅａｋ） ＝ ∫ｈ

ｓａｔｐｅａｋ

ｈｐｅａｋ

ｄｈｃｏｅｒ

ｄｈ
æ
è
ç

ö
ø
÷

ｈ － ｈｃｏｅｒ
ｄｈ。

（３０）
考虑到 ｌｏｇＷ（ｈｓａｔ

ｐｅａｋ） ＝ ｌｏｇ１ ＝ ０ ，因此

Ｗ（ｈｐｅａｋ） ＝ ｅｘｐ
－ ∫ｈ

ｓａｔｐｅａｋ

ｈｐｅａｋ

ｄｈｃｏｅｒ

ｄｈ
æ
è
ç

ö
ø
÷

ｈ － ｈｃｏｅｒ
ｄｈ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
。 （３１）

式中 ０ ≤ ｈｐｅａｋ ＜ ｈｓａｔ
ｐｅａｋ。

当 ｈｐｅａｋ ≥ ｈｓａｔ
ｐｅａｋ 时， 矫顽力为恒定场， 因此

ｄｈｃｏｅｒ ／ ｄｈ ≡０，ｈｓａｔ
ｐｅａｋ → ∞ ，上式可写为

Ｗ（ｈｐｅａｋ） ＝ ｅｘｐ
－ ∫＋∞

ｈｐｅａｋ

ｄｈｃｏｅｒ

ｄｈ
æ
è
ç

ö
ø
÷

ｈ － ｈｃｏｅｒ
ｄｈ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
。 （３２）

式（３２）中被积函数中含有 ｈｃｏｅｒ（ｈ） 的导数，需
采用数值方法计算。 可通过使用 ｈ＇ ＝ ｈｃｏｅｒ 作为积分
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变量，消除导数形式，即

Ｗ（ｈｐｅａｋ） ＝ ｅｘｐ － ∫ｈ
ｓａｔｐｅａｋ

ｈｃｏｅｒ

１
ｈｐｅａｋ（ｈ′） － ｈ′ｄｈ

′[ ]。

（３３）
式中 ｈｐｅａｋ（ｈ′） 为 ｈｃｏｅｒ（ｈ） 的逆函数且 ｈｐｅａｋ（ｈ′） ≥
ｈ′，即矫顽力 ｈｃｏｅｒ ＝ ｈ′ 对应的峰值。 在材料没有达

到磁饱和之前， ｈｃｏｅｒ 呈双射特性。
从数值计算的角度来看，式（３２）和式（３３）是完

全等价的。 对 Ｗ（ｈｐｅａｋ） 进行数值计算，利用式（１７）
可得到钉扎场强 κ（ω） ，由此可实现模型参数辨识。

可通过式（３２）和式（３３）验证式（２５），即， ０ ≤
Ｗ（ｈ） ≤１ 且Ｗ（０） ＝ ０，Ｗ（ｈｓａｔ

ｐｅａｋ） ＝ １ 。 实际上，当
ｈｐｅａｋ ＜ ｈｓａｔ

ｐｅａｋ ，对式（３２）中积分所得为正值。 当达到

磁饱和时，对于任意 ｈｐｅａｋ ，其指数值为非正值，因
此， Ｗ（ｈｐｅａｋ） ≤ １， 且有

Ｗ（ｈｓａｔ
ｐｅａｋ） ＝ ｅｘｐ

－ ∫ｈ
ｓａｔｐｅａｋ

ｈｓａｔｐｅａｋ

ｄｈｃｏｅｒ

ｄｈ
æ
è
ç

ö
ø
÷

ｈ － ｈｃｏｅｒ
ｄｈ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ ｅｘｐ（０） ＝ １。

（３４）
当式（３２）在 ｈｐｅａｋ ＝ ０ 附近积分趋于无穷大，因

为 ｈｃｏｅｒ（０） ＝ ０，所以 Ｗ（０） ＝ ０。

ｌｉｍ
ｈｐｅａｋ→０

－ ∫＋∞

ｈｐｅａｋ

ｄｈｃｏｅｒ

ｄｈ
æ
è
ç

ö
ø
÷

ｈ － ｈｃｏｅｒ
ｄｈ ＝ － ¥⇒Ｗ（０） ＝ ０。

（３５）
分析实验测量数据之前，还必须考虑 ２ 个因素：
１）通过式（１７）及其对应连续方程式（２６），得到

近似的辨识结果。 考虑 ｈｐｅａｋ 低值模型，如图 ６ 所示，
式（１７）和式（２６）描述了模型状态的变化。 当 κ ≤
ｈｐｅａｋ 时，所有在上升分支中钉扎畴壁被激活，相反，
在下降分支中，当 κ ≤ ｈｃｏｅｒ 时，所有钉扎畴壁被激

活，而当 ｈｃｏｅｒ ＜ κ ＜ ｈｐｅａｋ 时，钉扎畴壁没有被激活。

图 ６　 Ｎ ＝ ３ 时， ｈｐｅａｋ 低值的曲线 ｈｃｏｅｒ 示意图

Ｆｉｇ． ６　 Ｓｋｅｔｃｈ ｏｆ ｐｏｓｓｉｂｌｅ ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｃｕｒｖｅ
ｈｃｏｅｒ

在上升分支，钉扎场强 κ ≤ ｈｐｅａｋ 的钉扎点均被

激活，而对于 ｈ ＝ ｈｐｅａｋ ，则有：

ｑ ＝
ｈｐｅａｋ － κ（ω），κ ≤ ｈｐｅａｋ；
０，κ ＞ ｈｐｅａｋ。

{ （３６）

在下降分支，当 ｈ ＝ － ｈ 有 ３ 种不同的情况，即

ｑ ＝
－ ｈｃｏｅｒ ＋ κ（ω），κ ≤ ｈｃｏｅｒ；
ｈｐｅａｋ － κ（ω），ｈｃｏｅｒ ≤ κ ≤ ｈｐｅａｋ；
０，κ ＞ ｈｐｅａｋ。

ì

î

í

ïï

ïï
（３７）

把式（３６）代入式（７），若 ｈ ＝ ｈｃｏｅｒ， 可逆磁场消

失，即

ｈｒ ＝ ∫Ｗ（ｈｃｏｅｒ）

０
（κ（ω） － ｈｃｏｅｒ）ｄω ＋

∫Ｗ（ｈｐｅａｋ）

Ｗ（ｈｃｏｅｒ）
（ｈｐｅａｋ － κ（ω））ｄω ＝ ０。 （３８）

忽略式（３８）第二个积分项可得计算式（２６），即

∫Ｗ（ｈｃｏｅｒ）

０
（κ（ω） － ｈｃｏｅｒ）ｄω ＝ ０。 （３９）

因此，式（３２）和式（３３）是式（３８）的近似解。
２）考虑铁磁材料在完全磁饱和状态，当 ｈｐｅａｋ ≥

ｈｓａｔ
ｐｅａｋ ，从式（３９）和式（２５）推导出矫顽场强 ｈｃｏｅｒ ＝

ｈｓａｔ
ｃｏｅｒ ：

ｈｓａｔ
ｃｏｅｒ ＝ ∫１

０
κ（ω）ｄω。 （４０）

上式也适用于磁滞主回环的对称部分，因此主

回环的宽度可表示为

Δｈ ＝ ２ｈｓａｔ
ｃｏｅｒ ＝ ２ ∫１

０
κ（ω）ｄω。 （４１）

根据图 ７ 可知，除了曲线中靠近反转点处附近

外，其余在主回环各点处，所有钉扎场都被激活，因
此主回环的宽度在任何点均相等，主回环宽度的恒

定性是能量模型的特性。

图 ７　 曲线 ｈｃｏｅｒ 的测量值示意图

Ｆｉｇ． ７　 Ｓｋｅｔｃｈ ｏｆ ｐｏｓｓｉｂｌｅ ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｃｕｒｖｅ
ｈｃｏｅｒ
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１． ４　 算法流程

通过实验测量分别得到 ｈｐｅａｋ 及对应的 ｈｃｏｅｒ 数据

点。 如表 １ 给出不同频率的 ５０ＷＷ６００ 无取向硅钢

的动态磁滞回线测量点数据。

表 １　 ５０ＷＷ６００ 无取向硅钢的测量点

Ｔａｂｌｅ １　 Ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ ｐｏｉｎｔｓ ｆｏｒ ｎｏｎ⁃ｏｒｉｅｎｔｅｄ ｓｉｌｉｃｏｎ

ｓｔｅｅｌ ５０ＷＷ６００

（单位：Ａ ／ ｍ）

２０ Ｈｚ ５０ Ｈｚ １００ Ｈｚ １４０ Ｈｚ

ｈｐ ｈｃ ｈｐ ｈｃ ｈｐ ｈｃ ｈｐ ｈｃ

５０． ８７ ２３． ３６ ５２． ６９ ２８． ０９ ５５． ６３ ３０． ４７ ５９． ８３ ３４． ９５

５８． ５７ ３２． ８４ ６２． ７７ ３８． ４１ ６４． ９３ ４４． １９ ６９． ６８ ４８． ５９

６６． ３７ ３９． ３２ ７０． ３８ ４６． ４８ ７３． ７４ ５７． ３９ ７９． ４３ ５９． ５３

７４． ５４ ４３． ６４ ７８． １５ ５２． ８９ ８３． ６０ ６５． ２７ ８９． １９ ６９． ８８

８３． ６１ ４８． １１ ８６． ４９ ５７． ８２ ９３． ０２ ６８． ６２ １００． ３５ ７８． ９２

９３． ４２ ５１． ９３ ９８． ０２ ６２． ５７ １０４． ２８ ７５． ９５ １１４． ２５ ８９． ２３

１０４． ６４ ５５． ０１ １０６． ２９ ６６． ７９ １１５． ３１ ８１． ９８ １２６． ７６ ９５． ０２

１２０． １５ ５８． １８ １２１． ０８ ７１． ５４ １３０． ０１ ８８． ８１ １４１． ７２ １０３． １２

１４１． ９７ ６０． ９５ １４０． ８６ ７５． ２１ １４６． ０７ ９５． ２５ １５８． ２６ １１２． ３３

１７２． ２４ ６３． ０１ １６９． ４３ ７９． １４ １７５． ７４ １０２． ７６ １７７． ７４ １２０． ７７

２１９． ４６ ６７． ４５ ２２６． ００ ８５． ８８ ２２３． ２２ １１０． ００ ２２４． ３８ １３１． ５２

３１９． ８５ ６８． ８８ ３１８． １０ ８６． ４４ ３２３． １６ １１７． ６８ ３３９． ４０ １４０． ０３

５８０． ５７ ６９． ０７ ５７８． ５７ ８７． ７５ ６２４． ６３ １２８． ９０ ６４４． ３２ １５４． ４７

计算流程如下：

１）采集磁滞回线数据并对其进行归一化处理。

２）通过傅里叶变换估计其对应的无磁滞磁化

强度曲线。

３）根据无磁滞磁化强度曲线计算出分布函数，

然后对其进行参数化，得到与磁滞回线对应的分布

函数的参数。

４）利用已知参数化的分布函数，采用拟合算法

对磁滞回线数据进行拟合，以得到该数据参数化的

分布函数的参数。

５）利用已知的参数化的分布函数的参数以

及拟合得到的参数，进行误差最小化计算，得到该数

据的最优分布函数参数。 参数识别流程如图 ８

所示。

图 ８　 参数识别流程图

Ｆｉｇ． ８　 Ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｆｌｏｗｃｈａｒｔ

２　 模型评价指标

为了验证本文模型的精度，通过以下性能指标

进行评价模型性能。 具体计算指标定义如下：

Ｒｍａｘ ＝
ｍａｘ‖ Ｂｓｉｍ‖
ｍａｘ‖ Ｂｍｅａｓ‖

。 （４２）

式中： ｍａｘ‖ Ｂｓｉｍ‖ 为 模 拟 数 据 中 的 最 大 值，

ｍａｘ‖ Ｂｍｅａｓ‖ 测量数据中的最大值。

Ｒｐｏｗ ＝
∮ Ｈｓｉｍ·ｄ Ｂｓｉｍ

∮ Ｈｍｅａｓ·ｄ Ｂｍｅａｓ

。 （４３）

式中： Ｒｐｏｗ 为模拟磁滞回环面积与测量磁滞回环面

积之比。

Ｒｅｅｒ ＝

１
Ｔ ∫

Ｔ

０
‖ Ｂｍｅａｓ － Ｂｓｉｍ‖２ｄｔ

１
Ｔ ∫

Ｔ

０
‖ Ｂｍｅａｓ‖２ｄｔ

。 （４４）

式中 Ｒｅｅｒ 为磁感应强度的归一化均方根误差。

Ｒｈｃｏｅｒ ＝
ｈｓｉｍ

ｃｏｅｒ

ｈｍｅａｓ
ｃｏｅｒ

； （４５）

Ｒｂｒｅｍ ＝
ｂｓｉｍ
ｒｅｍ

ｂｍｅａｓ
ｒｅｍ

。 （４６）

式中： Ｒｈｃｏｅｒ 为模拟矫顽力与测量矫顽力值之比；

Ｒｂｒｅｍ 为模拟剩余通量密度与测量剩余通量密度值

之比。

根据以上计算指标可知， Ｒｍａｘ、Ｒｐｏｗ、Ｒｈｃｏｅｒ 和 Ｒｂｒｅｍ

趋近于 １，表示解析模型越精确。 Ｒｅｅｒ 值越小，表示模

型计算精度越高。
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３　 模型参数辨识与实验验证

实验数据源于海军工程大学电磁能技术全国重

点实验室，选取了样品牌号为 ５０ＷＷ６００，样品规格

为爱泼斯坦方圈，单片厚度 ０． ５ ｍｍ，标称叠压系数

０． ９８５［３４］，实验数据采集平台如图 ９ 所示。

图 ９　 实验数据采集平台

Ｆｉｇ． ９　 Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｄａｔａ ａｃｑｕｉｓｉｔｉｏｎ ｐｌａｔｆｏｒｍ

采用不同频率的实验测量数据进行验证，不同

频率的 ｈｃｏｅｒ 连续分布图如图 １０ 所示。 不同频率下

分别选取 １３ － １５ 组磁滞回环的 ｈｃｏｅｒ 和 ｈｐｅａｋ 数据点。

利用 ｈｐｅａｋ 和 ｈｃｏｅｒ 的数据点绘制曲线如图 １１ 所示。

同时采用分段插值和解析模型逼近曲线 ｈｃｏｅｒ。

图 １０　 不同频率的矫顽力 ｈｃｏｅｒ 分布图

Ｆｉｇ． １０　 Ｃｏｅｒｃｉｖｉｔｙ ｈｃｏｅｒ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ａｔ ｖａｒｉｏｕｓ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

图 １１　 矫顽力 ｈｃｏｅｒ 随磁滞回环峰值 ｈｐｅａｋ 的变化曲线

Ｆｉｇ． １１　 Ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｃｏｅｒｃｉｖｉｔｙ ｈｃｏｅｒ ｖｅｒｓｕｓ ｔｈｅ ｐｅａｋ ｏｆ ｔｈｅ

ｈｙｓｔｅｒｅｓｉｓ ｌｏｏｐ ｈｐｅａｋ

不同频率下分布函数 Ｗ（ｈ） 如图 １２ 所示。

根据图可知，磁化频率为 ２０ Ｈｚ 和 ５０ Ｈｚ 时，从 ｈ ＝

１７０ Ａ ／ ｍ 开始，材料已接近磁饱和，因此 Ｗ（ｈ） 趋于

１。 磁化频率为 １００ Ｈｚ 和 １４０ Ｈｚ 时，从 ｈ ＝ ５００ Ａ ／ ｍ

开始，材料接近磁化饱和，即 Ｗ（ｈ） 接近于 １。

图 １２　 不同频率的分布函数 Ｗ（ｈ）

Ｆｉｇ． １２　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ Ｗ（ｈ） ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

图 １３ 为不同频率的磁滞回线中矫顽力对应的

峰值磁场强度的偏导数在磁化过程中所占比重。 其

中图 １３（ａ）为不同频率下的钉扎场强所占权重的原

始连续分布图，图 １３（ｂ）分别对 ２０、５０、１００、１４０ Ｈｚ

的钉扎场强所占权重进行重构。

为了验证该解析模型的准确性，选取了频率为

２０ Ｈｚ 时，峰值磁感应强度为 ０． ３、０． ９、１． ２、１． ４ Ｔ 的

计算结果与实验测量结果进行对比分析。 如图 １４
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所示，基于能量的磁滞模型在不饱和状态下的部分

磁滞回线与实验测量结果吻合度差，计算精度较低，

而在工作磁密的增大，解析模型生成的磁滞回线光

滑且与实验测量结果基本一致。

图１４ 显示 ｈｐｅａｋ ＝５０． ８７ Ａ／ ｍ 到 ｈｐｅａｋ ＝５８０． ５７ Ａ／ ｍ

的实验磁滞回线和基于解析模型模拟的磁滞回线之

间的比较。 可以看到，如果磁场强度小于 １００ Ａ ／ ｍ

时，磁感应强度的模拟最大值与测量值有轻微偏差，

这种偏差随着磁场强度的增大而减小。

图 １５ 展示了在磁化频率为 ５０ Ｈｚ 时，不同峰值

磁感应强度（０． ２、０． ７、１． ０、１． ２、１． ３、１． ４ Ｔ）的计算

结果与实验测量结果的对比。 从图中可以观察到，

在磁场强度小于 １００ Ａ ／ ｍ 的条件下，基于本文解析

模型的计算结果与实验测量结果存在偏差，主要是

因为在较低的磁场强度下，材料尚未达到饱和，因此

计算所采用的参数并非是在饱和状态下的参数。 当

磁场强度超过 １００ Ａ ／ ｍ 时，计算精度显著提高，解

析计算结果与实验数据的吻合程度大幅提升。 这表

明，模型在高磁场强度下能够较好地模拟材料的磁

滞行为。

图 １３　 不同频率随钉分布的权重系数

Ｆｉｇ． １３　 Ｗｅｉｇｈｔ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｏｆ ｐｉｎ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ａｔ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

图 １４　 磁滞回线解析计算值与实验值对比（２０ Ｈｚ）
Ｆｉｇ． １４　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｈｙｓｔｅｒｅｓｉｓ ｌｏｏｐｓ（２０ Ｈｚ）
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图 １５　 磁滞回线解析计算值与实验值对比（５０ Ｈｚ）
Ｆｉｇ． １５　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｈｙｓｔｅｒｅｓｉｓ ｌｏｏｐ （５０ Ｈｚ）

　 　 图 １６ 为在磁化频率为 １００ Ｈｚ 时，磁滞回线解

析计算结果与实验数据的对比分析。 解析计算结果

在磁滞回线的形状和宽度上与实验数据基本一致。
在磁场强度小于 １００ Ａ ／ ｍ 的条件下，仍然存在偏

差。 在磁感应强度较大时，解析计算结果和实验

数据在磁滞回环的顶部和底部吻合良好，但在转

折点处，如饱和磁化和去磁化过程中，计算结果稍

显偏离，这是因为模型在非线性特性处理上存在局

限性。 因此，该模型对于不同磁场强度的适应性表

现不同，在中等磁场强度下表现良好，而在非常高或

非常低的磁场强度下需要进一步的改进以提高

精度。

图 １６　 磁滞回线解析计算值与实验值对比（１００ Ｈｚ）
Ｆｉｇ． １６　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｈｙｓｔｅｒｅｓｉｓ ｌｏｏｐ （１００ Ｈｚ）

　 　 图 １７ 展示了在磁化频率为 １４０ Ｈｚ 时，磁滞回

线模拟计算结果与实验测量结果的对比分析。 从左

上角到右下角的 ６ 个子图依次展示了从低到高的磁

场强度范围的磁滞回线模拟情况。 同样在磁场强度

较低时，模拟结果与实验结果存在一定误差，但随着

磁场强度增大，模拟结果与实验数据吻合良好。
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根据模型评价指标计算公式（４２） ～ 式（４６），对
不同频率的磁滞回线模拟精度进行了计算，如图 １８
所示，随着峰值磁感应强度增大，模拟结果越接近实

际测量值，模拟精度越高。 磁通密度的归一化均方

根误差随着峰值磁感强度的增大而减小，表明误差

在减少，模拟精度越来越精确。 对于其他评价指标，
随着峰值磁感应强度增大而趋近于 １，表明模拟结

果与测量值越来越接近。 从整体来看，在较高磁感

应强度下，模型的表现更好，同时模拟的准确性随着

磁化频率的增加而改善。

图 １７　 磁滞回线解析计算值与实验值对比（１４０ Ｈｚ）
Ｆｉｇ． １７　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｈｙｓｔｅｒｅｓｉｓ ｌｏｏｐ （１４０ Ｈｚ）

图 １８　 解析计算误差分析

Ｆｉｇ． １８　 Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒｓ
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４　 结　 论

本文提出了一种新的基于能量的磁滞模型参数

辨识方法。 该方法使用闭式解析公式，能够迅速且

稳定地通过实验测量数据识别出模型参数，避免了

常见的收敛问题，能够有效降低计算复杂度，同时具

有良好的模拟精度。 通过模拟与实验对比，结果表

明，该方法在对于测量数据存在噪声或异常值的情

况下，鲁棒性好，尤其适用于对饱和磁化状态下的磁

滞特性预测。 电工钢片工作的磁通密度越高，模型

的计算精度越高，当工作磁通密度降低时，模型的模

拟精度也随之降低。 可通过适当增减未饱和区的钉

扎点数，可改善低磁通密度下的磁滞回线的平滑度，
保证磁滞模型精度的同时尽可能地减少计算成本。
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摘要：磁性材料作为电机设备能量转换的核心部件，对提升设备效率、稳定运行具有重要意义。新型高功率密度电机的设

计对所用磁性材料的磁滞特性模拟预测精度提出了更高的要求，磁滞模型为电机损耗计算、充/去磁曲线分析、磁化饱和

分析及在线调磁提供理论支撑。目前从物理建模和唯象建模两种角度出发，提出了多种描述磁滞特性的模型，典型的模

型有 Preisach、Jiles-Atherton(J-A)、Stoner-Wohlfarth 等。分别介绍现有各类磁滞模型的基本原理及研究现状，分析各种

磁滞模型的局限性和适用范围，同时阐述磁滞建模在电机设计中的意义，最后分析磁滞特性模拟面临的问题和未来的发

展趋势。通过不断改进磁滞建模方法，精确地模拟磁性材料的磁滞特性，以便在新型电力设备、高效能新型电机设计中

实现产业化应用。 

关键词：物理建模；唯象建模；Preisach；Jiles-Atherton；铁心损耗 
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Abstract：Magnetic materials, as the core components in the energy conversion of motor equipment, are vital in enhancing equipment 

efficiency and ensuring stable operation. The design of high-power density motors necessitates precise modeling and characterization 

of the hysteresis properties of the selected magnetic materials, thereby providing a theoretical basis for calculating motor iron losses, 

analyzing magnetization curves, and conducting saturation analysis. Various models for describing hysteresis characteristics have 

been proposed, which can be categorized into physical and phenomenological models based on their modeling perspectives, with 

typical models including Preisach, Jiles-Atherton(JA), and Stoner-Wohlfarth. The basic principles of several prevalent hysteresis 

models are introduced, current research statuses are reviewed, limitations and applicable scopes of various hysteresis models are 

analyzed, and the significance of hysteresis modeling in motor design is underscored. Finally, some challenges faced in simulating 

hysteresis characteristics and the future trends in this field are presented. By continuously improving hysteresis modeling methods, 

this research aims to facilitate the design of new power devices and high-efficiency novel motors for industrial applications. 
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1  引言 

永磁电机主要由铁心、永磁材料和绕组线圈构

成。其铁心通常采用高磁导率的硅钢片层叠而成，

而这些硅钢片的磁性能呈现出复杂和多变的特   
点

[1]
。随着计算电磁学在工业领域的迅速发展，对

磁性材料磁特性的模拟在提高仿真计算精确度和效

率方面变得尤为重要
[2]
。 

由于斯坦梅茨方程
[3]
的提出，铁磁材料的铁损

计算一直是科学界研究的热点问题。特别是在电机

设备相关领域，为了提高电机控制性能和效率，铁

损的精准预测尤为重要。基于损耗分离的经验模型

是一种简化的方法，用于描述磁性材料中的铁损。

这些模型通常将总铁损分为几个部分，例如磁滞损

耗、涡流损耗和超额损耗，每个部分由不同的经验

公式描述。然而，这些经验模型的局限性在于它们

无法捕捉到控制铁损现象的复杂机制，如磁畴结构

的变化、磁畴壁的移动和微观涡流的形成等。为了

改善模型的准确性和适用性，可以利用制造商提供

的材料数据、试验测量数据或有限元分析结果来对

模型参数进行识别，通常采用曲线拟合方法实现
[4]
。

然而，对于非正弦激励条件，如永磁同步电机

(Permanent magnet synchronous motor, PMSM)、磁场

调制电机和开关磁阻电机(Switched reluctance motor, 
SRM)等，传统的经验模型对铁损计算误差较大

[5]
，

因此，需要从磁性材料本身特性出发，研究精确表

征磁性材料的磁滞特性，合理搭配选用磁性材料，

可提升电机的电磁性能、运行稳定性和可靠性，降

低损耗。 
磁滞模型能够更准确地表征磁性材料的磁化行

为机理，计算铁损。在文献[6]中提出了两种不同的

磁滞建模方法：物理模型和唯象模型。其中物理模

型是基于磁化物理机理，在微磁性尺度上开展探索

研究；唯象模型用宏观尺度磁化强度(M)与磁场强度

(H)之间的数学关系来描述磁滞的物理现象。唯象模

型的计算时间更短，而物理模型能更好地诠释磁滞

物理现象。目前，Preisach 和 Jiles-Atherton 模型被

认为是两种经典的磁滞建模方法，两种模型都需要

大量的试验数据，并且在描述磁化现象方面都有一

定的局限性。因此，文献[7-10]提出了对原模型的若

干改进方法。此外，鉴于两种方法有一些互补的特

性，研究人员尝试将两种方法融合，实现优势互补。 

本文详细分析 Preisach、Jiles-Atherton (J-A)、
Stoner-Wohlfarth (S-W)、Enokizono and Soda (E&S)、
Energetic 等模型的基本原理及改进方法。首先对

Preisach 模型和 J-A 模型从几何平面图、分布函数进

行分析，对擦除特性、同余特性、可逆性与非线性

进行分析，对其他模型的磁化曲线拟合方法与参数

辨识方法进行分析；其次，从电机设计的角度，阐

述了磁滞建模的重要意义和作用；最后，分析磁滞

模型存在的问题及未来发展趋势，为更加精确分析

研究电机用磁性材料的磁滞特性奠定基础，提升磁

性材料的高效利用。 

2  Preisach 模型 

目前，Preisach 被认为是经典的磁滞建模方法

之一。传统 Preisach 模型属于标量磁滞模型，其准

确性较高
[11]

。由于 Preisach 模型的现象学性质，它

可以表示不同材料的磁化曲线大回环和小回环，但

需要大量算子模型进行数值积分，计算时间长，模

型参数较多。在改进后的 Preisach 模型中，摒弃了

具体的物理意义，只考虑磁化行为的一种纯数学描

述(唯象数学表征)。因此，它可以独立于磁滞的物

理性质进行磁滞建模分析。 
2.1  标量 Preisach 模型 

Preisach 模型最早由 PREISACH[12]
在 1935年提

出。后来，俄罗斯数学家 KRANOSELSKII 利用数

学方法进一步发展了这一模型，使其能够描述各种

物理滞后现象。然而，在电机电磁暂态特性等实际

工程应用中，这一模型显得过于复杂，需要简化其

分布函数。文献[13]在磁性材料磁化物理机理的一

些假设基础上，提出了可逆磁化的表达式。这一改

进减少了经典模型对模型限制的同余特性，使得磁

性材料的磁滞特性得到了更精确的表征。 
Preisach 模型认为铁磁材料由许多磁偶极子组

成，每个磁偶极子特性可根据矫顽力和相邻磁偶极

子场来描述，其中磁场强度 H(t)是单向的。假设磁

性材料有一组或大或小的磁偶极子，每个磁偶极子

都有一个矩形的磁滞回线(磁滞算子)，如图 1 所示。

其数学形式可以表示为 

 ˆ( ) d ( , ) ( )dM t H t
α

αβα μ α β γ β
+∞

−∞ −∞
= ∫ ∫    (1) 

式中， ˆαβγ 为磁滞算子；α、β 分别为磁滞算子输入

的上、下开关值，每个磁滞算子的输出仅取为±1。
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当输入 H(t)> α，则 ˆ smαβγ = + ；当输入 H(t)> β，则

ˆ smαβγ = − ；当 α<H(t)< β，如果输入 H(t)呈单调递

增趋势，则 ˆ smαβγ = − ，如果输入 H(t)呈单调递减趋

势，则 ˆ smαβγ = + 。其磁化强度为 sm− 或 sm+ ，取决

于磁场强度 H(t)及其历史值，其中 sm 为基本磁化强

度，对所有磁滞均相等。磁滞回线由这些基本的矩

形回线叠加而成， ( , )μ α β 为 Preisach 分布函数，其

取值范围在最大磁滞回线所对应的 α-β 坐标平面的

三角形区域 T 内，如图 2 所示。 

 

图 1  Preisach 典型模型 

 

图 2  Preisach 平面及分布函数的取值范围 

首先假设 H(t)的饱和值上下限为±Hs，可得到  

 
s s

s s

H H
H H

α
β

β α

− +⎧
⎪− +⎨
⎪
⎩

≤ ≤

≤ ≤

≤

       (2) 

当 α<β， ( , ) 0μ α β = 。如果 s satH H> ，则

s satM M> ，同样，若 s satH H< − ，则 s satM M< − 。

其中 satM 是材料的饱和磁化强度， satH 是对应的磁

场强度。 

2.1.1  几何平面描述 
如图 2 所示，在区域 T 中，每个点(α, β)代表一

个磁滞算子并且只能用一个算子来辨识，则区域 T
的点在 Preisach 模型中有效。 

(1) 如图 3 所示，在任意时刻 t，假设输       
入 ( ) sH t H< − ，则所有磁滞算子在区域 T 中的输出

值为−1，即 ˆ ( ) 1H tαβγ = − ，此时磁化状态为负饱和  

状态。 

 ˆ( ) ( , ) ( ,  )d d ( )d ds
T

B t H tαβ
α β

μ α β γ α β μ α β α β− = =−∫∫ ∫∫
≥

  

    (3) 

 

图 3  磁化状态为负饱和状态时磁磁滞回线与磁滞算子 

对应关系 

(2) 如图 4 所示，在任意时刻 t，假设输入

( ) sH t H> ，则所有磁滞算子在区域 T 中的输出值

为 1，即 ˆ ( ) 1H tαβγ = ，此时磁化状态为正饱和      

状态。 

ˆ( ) ( , ) ( )d d ( , d d )s
T

B t H tαβ
α β

μ α β γ α β μ α β α β− = =∫∫ ∫∫
≥

  

   (4) 

在初始时刻 0t t= ，假设 ( ) sH t H< − ，则 1t t= ，

1( )H t H= 。 

 

图 4  磁化状态为正饱和状态时磁磁滞回线与磁滞算子 

对应关系 

根据图 5 和图 6 可知，任意时刻，区域 T 都可

被直线 L(t)分为两个子区域。其中阶梯线上有一些

顶点，这些顶点的位置由输入波形的局部极大值和

极小值唯一确定。则 
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( ) ( )

ˆ( ) ( , ) [ ( )]d d

( , )d d ( , )d d
s t s t

B t H tαβ
α β

μ α β γ α β

μ α β α β μ α β α β
+ −

= =

−

∫∫

∫∫ ∫∫
≥

  
(5)

 

 

图 5  磁化过程中不同时间的 H(t)曲线 

图 6 中的阶梯线表示 Preisach 磁化路径，由输

入 H(t)确定。初始值为 sH− ，可以将式(1)改写为 

( ) ( , )d d ( , )d ds S S
M t m μ α β α β μ α β α β

+ −
⎡ ⎤= −⎣ ⎦∫ ∫  (6) 

( )M t 取决于正 ( )S t+ 和负 ( )S t− 区域，它们划分

了图 6 中 , sf mα β− = + 的三角形，对于 ( , ) ( )S tα β +∈ ，

, sf mα β = − ， ( , ) ( )S tα β −∈ 。 ( )S t+ 和 ( )S t− 由阶梯线

对应。H(t)的历史极值决定了阶梯线的形状，实际

上，它们是顶点的坐标。因此，阶梯线模型具有滞

后记忆效应。它的构建基于两个简单的规则：① 对
于单调增加的输入，阶梯线的水平部分向上移动，

直到达到 H(t)的极值；② 对于单调递减的输入，垂

直线段从右向左移动，直到达到 H(t)的极值。 

 

图 6  Preisach 平面上不同阶梯线的对应的 H(t)变化曲线 

Preisach 模型的数学结构具有两个基本属性。 
(1) 擦除属性：与存储过程有关。H(t)中的反转

点序列(即局部最大值和最小值)可以是多余的，存

在一个具有基本反转值的子集，可以定义系统状态。

以下条件表征了此子集 

 
max_1 max_ 2 max_

min_1 min_ 2 min_

n

n

H H H

H H H

> > >⎧⎪
⎨ > > >⎪⎩

…

…     (7) 

式中， min_1 max_1 min_ 2 max_2( ) ( ) ( ) ( )t H t H t H t H< < < < <…  

min_ max_( ) ( )n nt H t H< 。简而言之，仅存储 H(t)的交替

主导极值，而所有其他极值都被消除。 
(2) 一致性属性：由于周期性的变化，它被用

于较小的循环。考虑两个不同的阶段的 ( )aH t 和

( )bH t ，它们在两个值 1H 和 2H 之间循环，其中

ct t> 。 ( , )α β 计划中针对 ( )aH t 和 ( )bH t 描述的行相

似，因此创建了两个相似形状(一致)的次循环。但

是这并不意味着它们在 ( , )M H 计划中是一致的：这

取决于过去两个场的演化，对于 ct t> ，两个场为

( )aH t 和 ( )bH t 。如果历史记录不同，则这两个较小

的循环不一致，它们将在 M 轴上移动。 
正如文献[14]中所证明，擦除和一致性特性是

必要的，并且是使用 Preisach 公式为物理过程建

模的充分条件。但是，许多磁性材料不具备这些

特性
[15]

，参数和磁化过程之间的相关性并不是很

清楚
[16]

，且通常需要复杂的参数识别。 
2.1.2  Preisach 分布函数 

为了利用 Preisach 模型来描绘任一磁滞回线， 
Preisach 分布函数 ( , )μ α β 是必须的。Preisach 分布

函数通常由试验测定方法来获得，它的选择直接关

系到计算结果的准确性。经典 Preisach 模型并未考

虑磁化强度的可逆分量，因此由其分布函数得出的

磁化曲线的初始磁化率为零。Preisach 分布函数的

选择很复杂，其 3D 示意图如图 7 所示。 

 
图 7  Preisach 分布函数 ( , )μ α β 的 3D 示意图 

EVERETT 认为，要对磁化曲线的上升与下降

分支用通用的分布函数来表示，在理论上是比较困
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难的。这是因为：① 分布函数的概念假定一个给定

磁畴(或磁偶极子)的状态独立于其邻近的磁畴(或磁

偶极子)；② 分布函数只限定有两种可能的取值，

并未考虑磁畴的取值：③ 未包含与时间相关的过

程。 
由于分布函数在整个磁化过程中保持不变，因

此理论上计算所得的磁带回线在其端点处总是闭合

的，而试验上测定的磁滞回线并不闭合。在低场区

瑞利回线的相同幅值场回转点之间的磁化强度存在

的偏差已被试验所证实。因此，在磁化过程的不同

阶段，分布函数并不是一成不变，然而到目前为止，

还没有办法来确定这个不确定性的函数。然而目前

为了保证模型的计算精度，对经典 Preisach 模型的

实现过程进行化简，采用洛仑兹函数、高斯函数、

cosh 函数等近似代替 Preisach 分布函数。但是上述

代替型分布函数均存在参数辨识问题，参数的选取

直接决定了 Preisach 模型的精度。 
2.2  矢量 Preisach 模型 

矢量 Preisach 模型是将标量 Preisach 模型在不

同 方 向 上 的 分 量 进 行 矢 量 叠 加 而 成 ， 由

MAYERGOYZ[17]
在 1988 年提出。该模型是基于连

续的标量 Preisach 磁滞算子在二维空间中构建。每

个磁滞算子相对于其相邻的算子都有一定的旋转角

度。磁滞算子的输入为在该磁滞算子方向上的外加

磁场分量，输出为该方向上的磁化强度，矢量磁滞

模型的输出为所有磁滞算子输出的矢量和。相比于

其他模型，矢量 Preisach 磁滞模型参数较少，因此

在某些情况下能够有效地用于计算矢量磁滞，但并

不适用于描述矢量磁滞的可逆过程。根据式(1)，二

维矢量 Preisach 模型可用极坐标表示为 
π 2

π 2
ˆˆ( ) d ( , , ) ( )d dt e H t

α

φ αβ φα μ α β θ γ β φ
+∞

− −∞ −∞

⎡ ⎤= | ⎥⎣ ⎦∫ ∫ ∫M  (8) 

式中， φ̂e 为沿着极坐标中φ角方向上的单位向量；

( )H tφ 为向量 ( )tH 沿着 êφ 方向的映射。 
三维 Preisach 矢量模型为 

2π π 2
, ,0 π 2

ˆ ˆ( ) d ( , , ) ( )dt H t
α

φ θ αβ φ θα μ α β φ γ β
+∞

− −∞ −∞
⎡ ⎤= | ⎥⎣ ⎦∫ ∫ ∫ ∫M e  

 sin d dθ θ φ  (9) 

式中， ,φ̂ θe 为沿着θ角和φ角方向之间的单位向量；

, ( )H tφ θ 为向量 ( )tH 沿着 ,êφ θ 方向的映射。 

文献[18]提出了一种二维动态矢量 Preisach 模

型，将矢量 Preisach 磁滞模型输出变化率 d dM tφ 相

关项引入其中，可用于各向同性材料的磁滞回线模

拟。文献[2]引入幅值与方向角的关联参数改善磁场

强度的曲线形态，不仅能模拟各向同性磁滞特性，

还能模拟各向异性的磁滞特性。同时利用粒子群

(Particle swarm optimization，PSO)和 Powell 方向加

速的组合优化策略，实现矢量 Preisach 磁滞模型的

高效参数辨识。文献[13]将两个一维函数的乘积形

式作为 Preisach 分布函数，然后通过对分布函数积

分可以获得 Everett 函数与动态磁化率，并将积分以

封闭形式表征，得到闭式表达式应用于 Preisach 模型

中，可以快速准确地模拟直流和交流条件下电工钢片

的磁化过程。分别建立静态和动态磁滞模型进行对比

分析，验证了改进方法的有效性和准确性。 
2.3  Preisach 模型的参数辨识 

在 Preisach 模型的参数辨识领域，匈牙利学者

SZABO 团队
[19]

引入了如图 8 所示的 Everett 函数，

并通过指数函数的逼近拟合来改进该模型。他们提

出了基于封闭形式的 Everett 函数的新方法，为解决

Preisach 模型参数辨识的问题提供了创新思路。与传

统的 Everett 方法相比，该方法显著减少了有限元计算

过程中存储大量离散型数据的需求。尽管如此，该方

法在快速准确获得 Everett 函数参数方面仍面临挑战。 

 

图 8  Everett 函数 

文献[20]提出了利用改进速度可控粒子群算

法、遗传算法、模拟退火算法分别进行了参数辨识

研究，收敛速度和辨识精度都有明显改善，性能更

优。文献[21]提出了利用 Levenberg-Marquardt 算法

进行 Everett 函数参数辨识，能够迅速迭代计算出最

优结果，仿真结果如图 9 和图 10 所示。文献[22]通
过采用洛仑兹分布函数作为近似手段，实现了模型

分布函数的简化，从而优化了 Preisach 模型的实现

过程。文献[23]提出利用 cosh 函数近似代替 Preisach
分布函数，同时引入 Everett 函数建立解析形式的 
磁滞数学模型，有效地模拟了铁磁材料的静态磁  
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滞回线。 

 

图 9  不同频率下的磁滞回线测量值与仿真值对比 

 

图 10  不同磁密下的磁滞回线测量值与仿真值对比 

3  Jiles-Atherton(J-A)模型 

Jiles-Atherton(J-A)模型是最常用的标量磁滞模

型之一，由 JILES 和 ATHERTON[24-25]
于 1983 年共

同提出，其物理意义清晰、参数较少，仅包含一个

一阶常微分方程，但是模型参数识别的复杂性和困

难性一直以来困扰着研究人员。许多传统优化方法

曾被用来计算 J-A 模型参数，但是这些方法容易受

初始值选择的影响，导致算法的收敛性得不到保证、

容易陷入局部极小且计算量通常也很大。很多优化

方法，尤其是基于求导寻优的优化方法，面对模型

方程的不连续、离散、单峰与多峰等数学性质也越

来越显得“力不从心”。 
3.1  标量 J-A 模型 

原始的 J-A模型除了考虑可逆/不可逆磁化现象

之外，还考虑了无滞后磁化曲线，即不仅考虑磁畴

旋转，还考虑磁畴壁运动引起的损耗。该模型被构

造为一个微分方程，即 

 
d dd 1

d 1 d 1 d
irr anM MM c

H c H c H
= +
+ +

   (10) 

式中， irrM 为不可逆磁化强度； anM 为无磁滞磁化

强度。 
根据 Langevin 顺磁性理论，可得到无滞后磁化

强度解析式，在顺磁性材料基础上发展应用于铁磁

性材料。经典 Langevin 函数为 

 
( ) coth a

an a sat
a

a

H aM H M
a H

H H Mα

⎧ ⎡ ⎤⎛ ⎞= −⎪ | ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎨ ⎣ ⎦

⎪ = +⎩

    (11) 

式中， aH 是施加磁场强度， 0/Ba k T mμ= ， Bk 是玻

尔兹曼常数，T 是材料的绝对温度， 0μ 是空间磁导

率，m 是材料中每个磁偶极子的大小。 
Langevin 方法假设材料的单个磁矩不会互相影

响，仅对磁场和温度敏感。但对于铁磁材料，式(11)
中的 aH 不再适用。实际上，磁矩之间有很强的相互

作用，特别是在居里温度以下
[26]

。1907 年，外斯提

出分子场理论，假设铁磁物质内部在居里温度以下

存在一个很强的分子磁场，数值上可达 910 A/m，表

明磁矩瞬间的相互作用。假定内部虚拟场 mH 与 M
成正比，而 M 又与 aH 相关。因此合成场强 rH 由式

(12)给出 

 ( )r a m a aH H H H M Hγ= + = +    (12) 

对于式(11)中的 aH 可用 rH 代替，该方程描述

的是饱和现象，而不是磁滞现象。由能量平衡条   
件

[27]
推导出与不可逆磁化相关的磁滞方程 irrM ，该

磁滞方程由外源提供的磁能 sM 、静磁场储能的变化

(A)和磁滞损耗(B)之间的能量平衡条件推导而成。

对于初始去磁的材料( s anM M= )，这种能量关系如

下所示 

0 0 0

A
B

dd d (1 ) d
d

irr
an r r r

r

M
M H M H k c H

H
μ μ μ δ⋅ = ⋅ + − ⋅∫ ∫ ∫■—■—■ ■————■————■  

  (13) 

式中， k 为钉扎系数，与磁滞引起的能量损耗有关。

参数 δ保证了 B 始终是损耗能量(即d / d 0irr rM H > )。
c为可逆系数，取值范围为0 1c< < ，如果 c=0，则磁

化强度的变化不可逆；如果 1c = ，则表示磁化强度

的变化可逆。由式(13)可知，在静态或准静态平衡

条件下，只有 irrM 的变化才会导致能量损耗。考虑

磁化的可逆和不可逆分量，则有 

 rev irrM M M= +     (14) 

结合式(12)对式(11)进行微分，可得 

 
d(1 )
d

irr
an rev irr

r

M
M M M k c

H
δ= + + −     (15) 
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如果只存在不可逆分量，则 0c = ， 0revM = 。

根据式(15)可得 

 
d
d

irr
irr an

r

M
M M k

H
δ= −    (16) 

将式(16)代入式(15)，可得 

 ( )rev an irrM c M M= −     (17) 

因此，当不存在不可逆分量时，总磁化强度

)( aM H 与无磁滞磁化强度 ( )an aM H 是一致的。考虑

式(14)、(16)、(17)和(12)，磁化强度随外加磁场的

变化率为 

 
d / d ( )d

d ( )
an a an

a an

ck M H M MM
H k M M

δ
δ γ

⋅ + −
=

− −    (18) 

式(18)由无滞后曲线的磁化位移决定，该方程

模拟了 J-A 模型的磁滞特性。结合式(11)可知，该模

型有以下 5 个物理参数： a 、 γ 、 c、 k 和 satM 。 
3.2  矢量 J-A 模型 

J-A 矢量磁滞模型是标量 J-A 模型的扩展，用

于描述磁性材料在复杂磁场条件下的矢量磁滞特

性，最早由 BERGQVIST[28]
在 1996 年提出。该矢量

模型对于各向异性和各向同性磁性材料均适用，在

经典标量 J-A 模型的基础上引入辅助矢量 

 1( )f an
−= −X k M M     (19) 

式中， k 为磁滞特性耦合参数， anM 为标量无磁滞

磁化强度 anM 的矢量， M 为总磁化强度矢量。  
矢量 J-A 磁滞模型通过引入矢量形式的有效场

和损耗项，来描述磁性材料在三维磁场作用下的磁

滞现象。与标量 J-A 磁滞模型相比，矢量 J-A 磁滞

模型改进如下所示。 
(1) 动态特性的改进：标量 J-A 磁滞模型主要

用于描述静态或准静态磁滞现象。为了模拟动态磁

滞过程，模型被扩展以包括频率依赖性和涡流损耗

效应。文献[29]为了预测磁性材料在不同激励和频

率下的磁滞行为，通过利用 Bertotti 公式对 J-A 模型

进行扩展，考虑了磁化过程的动态特性。文献[30]
为了准确计算铁心损耗，将考虑磁滞、涡流和附加

损耗的 J-A 动态磁滞模型与有限元法相结合。将传

统的 J-A 磁滞模型与瞬时涡电流和附加损耗模型相

结合，建立了 J-A 动态磁滞模型。 
(2) 矢量磁滞的描述：为了描述在任意方向上

磁场作用下的磁滞行为，标量 J-A 模型被扩展到矢

量形式，引入附加参数来描述磁场方向的变化对磁

滞特性的影响。文献[31]在参数求解时将磁滞回线

进行了分组，并进一步引入了参数 k 与磁通密度的

变化关系，将参数 k 作为磁通密度的函数，并给出

固定参数和变化参数磁滞模型计算结果和试验测量

结果的比较，提高了模型计算的精度。 
(3) 微观机制的考虑：一些改进模型尝试将微

观磁化机理，如磁畴壁运动和磁畴旋转，纳入考虑

范围，以提高模型的物理解释能力。文献[32]分析

了硅钢片的磁化物理机理，利用磁畴磁矩的运动过

程解释硅钢片磁致伸缩物理发生机理，在 J-A 磁滞

模型中引入相关参数，改进 J-A 模型，模型计算结

果与试验结果具有良好的一致性。 
3.3  磁滞模型中局部小磁滞回环预测 

目前，大多数电工装备在非正弦激励下运行，

如磁场调制型电机等，输入的磁密波形含有丰富的

谐波分量，导致出现含有偏置非对称小磁滞回环的

复杂磁滞回线(图 11)。精确且快速地模拟非正弦激

励下含有偏置非对称小磁滞回环的复杂磁滞回线，

对于电机电磁特性分析和拓扑结构优化设计具有重

要意义
[33]

。近年来，研究人员针对经典磁滞模型如

J-A 模型进行了改进和优化，以提高局部小磁滞回

环的模拟精度。其中文献[34]对传统的 J-A 磁滞模

型进行了修改，以提高对小回环的预测精度。该方

法引入了附加参数来调整模型的非线性特性，从而

更好地拟合试验数据。改进后的方法使得模型能够

更准确地计算磁性材料的微小磁化变化。文献[35]
在弱磁场下对 J-A 模型参数估计，提出了一种新的

参数估计方法，该方法利用小信号近似来简化模型

的数学表达式，使得参数估计更加准确和高效，特

别是在处理低磁场强度时。文献[36]提出了一个基

于能量的磁滞模型，用于描述铁磁材料的各向同性

磁化过程。该模型考虑了磁化过程中的能量变化，

能够更好地模拟实际磁滞回环的形状。虽然该模型

主要用于饱和磁化的主磁滞回环模拟，但对于理解

和改进小回环模型也具有参考价值。文献[37]提出

了一种动态磁滞回环模型，用于模拟含有谐波分量

的电工钢的磁化行为。该模型能够准确地预测在交

变磁场下电工钢的磁滞特性，包括小磁滞回环的形 

 

图 11  含小磁滞回环的磁滞曲线示意图 
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状。该研究对于电磁设备的设计和优化具有重要意

义。综上所述，局部小磁滞回环预测是磁滞模型研

究中的一个重要方向，涉及多种模型和方法。未来

的工作将继续探索更准确、更高效的预测模型，以

促进磁性材料和器件的发展。 
3.4  J-A 模型的参数辨识 

J-A 模型由代数-微分方程组描述，如表 1 所示，

有 5 个未知参数，未知参数的取值决定了磁滞回线

的形状，从而影响 J-A 模型表征磁性材料磁滞特性

的精确度。而要得到这 5 个参数，需要通过已有试

验数据进行参数辨识。 

表 1  J-A 模型主要参数 

参数 单位 说明 

Msat A/m 饱和磁化强度 

γ  — 磁畴内耦合平均场参数 

a A/m 无磁滞磁化曲线形状参数 

c — 可逆系数 

k A/m 钉扎系数，与磁滞损耗有关 

通过试验测得铁磁材料的饱和磁滞回线，然后

确定其中 7 个特征参数：① 一般磁化曲线的初始磁

导率 inμ ；② 矫顽力点的磁导率 Hcμ ；③ 矫顽力 cH ；

④ 剩磁点的磁导率 Mrμ ；⑤ 剩磁 rM ；⑥ 磁滞回线

顶点的磁导率 mμ ；⑦ 磁滞回线的顶点值 ( , )m mM H 。 
(1) 在初始点 ( 0, 0)H M= = ，初始磁导率 inμ 的

计算公式为 

 0, 0 3
s

in H M
cM

a
η η = == =     (20) 

 
0, 0

d
d 1 3

in s
in

H M in s

cMM
H a cM

μ
μ

αμ α= =

⎛ ⎞= = =⎜ ⎟ − −⎝ ⎠
 (21) 

则可以得出第 1 个待求解方程 

 
3

(1 )
μ
αμ

=
+

in

in s

a
c

M     (22) 

式中，a 和 α 可以设定初始值，便可以计算得到参

数 c。 
(2) 在矫顽力点 ( ), 0= =cH H M ，矫顽力点的磁

导率计算公式为 

, 0
(1 ) ( ) d ( )

dc

an c c
Hc H H M

e

c M H M H
c

k H
η η = =

−
= = +  (23) 

 1
Hc

Hc
Hc

η
μ

αη
=
−   (24) 

其中参数 a 、α 和 c已知，上述是参数 k 和 cH 的

关系式，因此可用第 2 个待求解方程表示 

 (1 )c Hc Hc Hcf η αμ μ= + −     (25) 

(3) 在剩磁点 ( )0,= = rH M M ，剩磁点磁导率

的计算公式为 

0,
( ) d ( )(1 )

dr

r an r an r
Mr H M M

e

M M M M M
c c

k H
η η = =

−
= = − +

  (26) 

 1
Mr

Mr
Mr

η
μ

αη
=
−

     (27) 

式(27)是关于参数α 和 μMr 关系的方程，则可用

第 3 个待求解方程表示 

 ( ) (1 )α η αμ μ= + −Mr Mr Mr Mrf     (28) 

(4) 磁滞回线顶点 ( ),= =m mH H M M ，磁滞回

线顶点磁导率 μm 的计算公式如下 

 ,m mm H H M Mη η = == =  

 
( , ) d ( , )(1 )

d
an m m m an m m

e

M H M M M H M
c c

k H
−

− +  (29) 

 1
η

μ
αη

=
−

m
m

m
      (30) 

式(30)是关于参数 a 和 μm 关系的方程，用第 4
个待求解方程表示 

 ( ) (1 )η αμ μ= + −m m m mf a     (31) 

联立 4 个待求解方程可以得到相关参数。 
由于 4 个方程组成的方程组是非线性方程组，

可通过优化算法求解。目前，已有诸多智能优化算

法被成功应用于 J-A 模型的参数辨识
[38-41]

，如粒子

群优化算法(PSO)[42]
、遗传算法(Genetic algorithm，

GA)[43]
和随机性与确定性混合优化算法

[44]
等。图 12

为 PSO 算法对 J-A 模型参数辨识结果。以上算法采

用拟合方法，以实测与模拟计算磁滞回线之间的误

差最小化为目标，利用其强大的并行搜索能力来辨

识 J-A 模型参数，有效解决了解析公式法在参数初

始值选择、模型方程迭代顺序以及磁滞磁化曲线获

取上的困难。虽然这些算法在全局搜索能力和鲁棒

性方面表现出色，但也存在收敛速度慢、参数调整

复杂和计算成本高等问题。在具体应用中，应根

据问题特点和可用计算资源来选择和调整合适的

算法及参数。通过优化搜索策略，可以提高接近

全局最优解的迭代速度。多次以不同初始点启动

优化算法有助于增加找到全局最优解的可能性。

结合全局和局部优化算法的优点，能够在全局搜

索阶段快速接近最优解，并在局部搜索阶段精确

确定最优解。 

44
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图 12  J-A 模型参数辨识结果 

4  Stoner-Wohlfarth 模型 

Stoner-Wohlfarth模型是一种经典的矢量磁滞模

型，经常被引用于计算单畴铁磁体的磁性质。该模

型对于建立微型磁体的模型，如在磁性存储、生物

磁学以及晶体磁性等领域中，具有重要应用。该模

型由 STONER 和 WOHLFARTH[45-46]
于 1948 年开

发，其主要功能是描述各向异性铁磁粒子的磁性行

为。该模型适用于非相互作用的磁性粒子，它们通

过相干旋转来改变其磁化状态，而不是畴壁运动。

Stoner-Wohlfarth 模型的输出是非相互作用 S-W 粒

子的输出的加权和。每一个 S-W 粒子的输出由下列

两个矢量值函数 , ( )θ α
+M u 和 , ( )θ α

−M u 之一来确定，θ

是粒子的易轴方向，α 为描述粒子单轴各向异性特

征的常数。为了选择上面两个函数中的一个，必须

记录输入的历史值，因此需要使用星形规则来确定

方向，该方向可通过求解能量最小方程而确定 

 cos[( ( ) ) ] sin 2
2
St S
h

φ θ β β− + =    (32) 

式中， ( )tφ 为输入 ( )tu 的方向，与粒子易轴方向的

夹角为 ( ( ) )tφ θ− ；h 为用开关场最大值 maxH 折算后

的场值，即 max 2 / sH Mα= ； sM 为饱和磁矩。 
设磁化强度 , ( )θ α

+M u 与粒子易轴方向夹角为 γ，

则可用式(33)确定 

 π
2 S
βγ = −      (33) 

式中， 1S = ± ，取决于磁化强度方向与易轴方向相

同或相反。 
把磁滞算子 ,α α−r 的两种可能状态与 S-W 粒子

的两种可能的输出状态相关联，在这种情况下，S-W
粒子的输出由下式确定 

, , , ,( ) ( ) [ ( ) ( ( ) )] ( )u t tθ α θ α α α θ αξ φ θ−= − +M u D u r r u  (34) 

 2/3 3/2( ) cos (1 tan )ξ ϕ ϕ ϕ= +    (35) 

 , , ,
1( ) ( ( ) ( ))
2θ α θ α θ α

+ −= −D u M u M u     (36) 

 , , ,
1( ) ( ( ) ( ))
2θ α θ α θ α

+ −= +r u M u M u   (37) 

利用上述方程，S-W 模型的输出可表示为 
π 2

, ,π 2 0
( ) d ( , ) ( ) [ ( ) ( ( ) )]df t w u t tθ α α αθ α θ ξ φ θ α

∞
−−

= − +∫ ∫
�

D u r  

 
π 2

,π 0
d ( , ) ( )dw θ αθ α θ α

∞

−∫ ∫ r u  (38) 

式中， ( , )w α θ 为 Stoner-Wohlfarth 模型分布函数。 

5  Energetic 模型 

5.1  静态 Energetic 磁滞模型 
静态Energetic模型是一个基于铁磁材料能量守

恒和磁畴统计特性的唯象数学模型
[47]

，由

HAUSER[48]
在 1994 年提出并应用于研究定向电工

钢的磁化特性。该模型不仅在定向电工钢上有所应

用，还被扩展到各向同性磁铁材料的研究中。

Energetic 模型的核心在于通过最小化总能量密度来

计算铁磁材料的磁场能量。其中，铁磁材料的总能

量密度包括外部施加的磁场能量密度和磁化能量密

度两部分，即 

 T H D R LW W W W W= + + +     (39) 

式中， HW 为外加磁场能量密度， DW 为退磁磁场能

量密度， RW 为可逆磁场能量密度， LW 为不可逆磁

场能量密度。 
根据铁磁材料能量最小化原理和磁畴统计特

性，得到静态 Energetic 模型的解析表达式为 
0

0
0

sgn( ) sgn( )

sgn( ) sgn( )

D R i

e s R r r
s

H H m H m m H

kN M m m H m m c H
Mμ

= + + − =

⎛ ⎞
+ + − ⋅ + ×⎜ ⎟×⎝ ⎠

 

 01 exp q m mρ
ρ

⎛ ⎞⎛ ⎞
− − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
 (40) 

式中，H 为磁场强度， DH 为退磁磁场强度， RH 为

可逆磁场强度， iH 为不可逆磁场强度，m 为归一化

磁化强度， sM 为饱和磁化强度， 0m 为上一个磁化

反转点对应的 m 值， eN 为退磁因子，k 为磁滞损耗

系数， 0μ 为真空磁导率， rc 为磁畴的自适应尺寸比

例系数，ρ为反转函数，q 为与钉扎位密度相关系数。 

 
/21 1(1 ) (1 ) 1

gm m
RH h m m+ −⎛ ⎞⎡ ⎤= + − −⎜ ⎟⎣ ⎦⎝ ⎠

    (41) 

式中，h 为与饱和磁场相关的比例常数，g 为与材料
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各向异性相关的自适应常数。 

 0 0
0

2 exp q m mρ ρ
ρ

⎛ ⎞
= − − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
    (42) 

式中，ρ0 为上一磁场反转点对应的 ρ值。 
综上所述，静态 Energetic 磁滞模型相比于其他

模型更加简单易懂，便于理解和应用。该模型因其

简便性而计算效率较高，适合在需要迅速获得磁滞

特性的场合使用，因具有较好的通用性可以应用于

各种不同类型的磁性材料。然而，由于模型的简化，

其对磁性材料磁滞特性的描述不够精确，特别是在

复杂的磁化过程中。静态 Energetic 磁滞模型主要用

于描述静态或低频的磁化过程，对于高频或动态的

磁滞现象可能不适用。 
5.2  动态 Energetic 磁滞模型 

动态 Energetic 磁滞模型是对静态 Energetic 磁

滞模型的扩展，用于更准确地描述磁性材料在动态

或高频条件下的磁滞现象。与静态模型相比，动态

Energetic 磁滞模型考虑了磁化过程中的时间依赖性

和频率效应，从而能够更好地模拟在交变磁场中材

料的磁滞行为。 
损耗分离是通过分析磁畴的转动特性与磁畴壁

的位移特性，并依据损耗产生的原因，将磁性材料

磁化过程中总的能量损失分为磁滞损耗、涡流损耗

和异常损耗
[49]

，即 

 hys eddy anomW W W W= + +     (43) 

式中， hysW 大小与磁化频率无关，称为静态损耗；

eddyW 和 anomW 的大小在单位磁化周期内随频率的增

大而增大。 
由于直流磁滞回线测量困难，因此采用测量低

频下磁滞回线代替直流磁滞回线，然后对回环面积

进行数值积分来确定静态磁滞损耗。 
Bertotti 通过假设磁性材料内部各处磁场均匀

分布，基于麦克斯韦方程推导得到涡流损耗计算方

程
[50]

如下 

 

2

0

2

d d
d

2

T
eddy e

e

BW k t
t

dk
ρβ

⎧ ⎛ ⎞=⎪ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠
⎨
⎪ =⎪⎩

∫
    (44) 

式中， ek 为涡流损耗系数； d 为磁性材料的厚度；

ρ 为磁性材料的电阻率； β 为与材料形状特征相关

的参量；T 为单位磁化周期。 
通过对磁性材料内部磁畴的分布进行统计分

析，得到异常损耗的解析表达式为
[25] 

 

3
2

0

0

d d
d

T
anom a

a

BW k t
t

GSV
k

ρ

⎧
⎛ ⎞⎪ = ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎨

⎪
=⎪

⎩

∫
      (45) 

式中， ak 为异常损耗系数，G 为无量纲参量， S 为

磁性材料的有效截面积， 0V 为反映材料局部矫顽磁

场分布的统计参量。 
将损耗分离理论和静态 Energetic 磁滞模型结

合，得到铁磁材料在动态磁化条件下的总能量密度

计算公式如下 

 1T H d r eddy anomW W W W W W W= + + + + +     (46) 

式中， hys H d rW W W W W= + + + 。 

通过进一步推导涡流损耗及异常损耗对应的磁

场强度表达式，并依据场分离理论
[47]

，建立以 B 为

输入、H 为输出的动态 Energetic 磁滞模型表征方程 

{ }21 1

0
0

0

d d
d d

sgn( ) (1 ) (1 ) 1

sgn( )

1 exp

total hys eddy anom

eddy anom
Energetic

Energetic e B a

gm m
e s

r r
s

H H H H

W WB BH
t t t t

B BH k k
t t

N M m m h m m

km m c H
M

q m m

δ

μ

ρ
ρ

+ −

= + + =

∂ ∂∂ ∂
+ + =
∂ ∂ ∂ ∂

+ + =

⎡ ⎤+ × + − − +⎣ ⎦

⎛ ⎞
− × + ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎡ ⎤⎛ ⎞
− − − +| ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦

 

 d d
d de B a
B Bk k
t t
δ+  (47) 

式中， totalH 为总的磁场强度； hysH 为静态磁场强度，

即静态 Energetic 模型； eddyH 为涡流损耗磁场强度；

anomH 为异常损耗磁场强度； Bδ 为方向系数，

( )sign d / dB B tδ = 。 

5.3  Energetic 模型的参数辨识 
根据 Energetic 模型的特性，模型的准确性依赖

于多个参数的确定。若这些参数取值不准确，将会

导致模拟的磁滞回线出现较大误差。这是影响其模

拟效果和精确度的关键因素。因此，模型参数辨识

是建立 Energetic 磁滞模型的关键。针对 Energetic
模型的参数辨识方法有拟合法和公式法两种。其中

拟合法是构建实测结果与模拟结果误差目标函数，

将模型参数辨识问题转化为目标函数最小值的优化

问题，通过优化算法寻优获得最佳参数。公式法是

通过提取铁磁材料实测初始磁化曲线和极限磁滞回
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线数据的特征值，再利用解析公式，计算出各模型

参数
[51]

。根据试验测量的磁滞回线提取特征值饱和

磁化点 ( , )s sH M 、剩余磁化强度 rM 、初始磁导率

0μ 、矫顽力 cH 、矫顽力点磁导率 cμ 、磁场最大测

量点 ( , )m mH M 、主磁滞回线上升支拐点附近的任意

点 ( , )g gH M ，如图 13 所示。文献[52]提出了一种基

于模拟退火算法与 Levenberg-Marquardt 混合算法，

具有收敛速度快、提取精度高的优异性能，可实现

Energetic 模型参数的准确快速辨识，同时也实现了

对非对称小磁滞回环的精确模拟。文献[53]对原始

的 Energetic 模型进行了扩展，特别是在电工钢片的

总能量密度方程中加入了由力学应力导致的额外能

量密度。而文献[54]则在传统的静态 Energetic 模型

基础上，提出了一种新的动态 Energetic 磁滞模型。

该模型结合了场分离技术和损耗统计理论，综合考

虑了谐波特征，能够高效且准确地模拟磁性材料在

宽频范围内的动态磁滞特性。 

 

图 13  基于公式法的 Energetic 模型参数辩识所需特征值 

6  E&S 模型 

大量研究表明，在电机的定子或转子齿部，以

及电力变压器铁心的 T 形接合部，存在局部旋转磁

场。这些区域的磁感应强度矢量大小和方向都在变

化，但磁场强度矢量方向并非总与之一致。实际上，

在电机和电力变压器等设备工作时，铁心会同时出

现交流磁化和旋转磁化，局部磁场是二者的复合。

铁心损耗分为交变损耗和旋转损耗，后者可导致高

局部功率损耗，严重影响设备运行。尽管有众多旋

转磁场和损耗研究，但多数磁滞模型未考虑旋转损

耗。随着测量技术进步，日本学者 ENOKIZONO 在

这一领域做出重大贡献，并于 2000 年与 SODA 合

作提出了 Enokizono and Soda (E&S)矢量磁滞模   
型

[55]
。该模型同时考虑交变和旋转磁化影响，能精

确模拟电工钢片矢量磁滞特性，通过描述磁场强度

H 与磁通密度 B 之间的关系，可计算铁心损耗。 

 
0

dd1 d
d d

T yx
x y

BB
P H H t

T t tρ
⎛ ⎞

= +⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫     (48) 

式中，ρ是材料密度； 、 、 、x y x yH H B B 分别是矢量 H

和 B 的两个正交分量。 
该模型可以表示为 

 τ

τ

∂⎧ = +⎪⎪ ∂
⎨ ∂⎪ = +⎪ ∂⎩

x
x xr x xi

y
y yr y yi

B
H v B v

B
H v B v

    (49) 

式中，τ ω= t ， xrv 、 yrv 为磁阻系数， xiv 、 yiv 为

磁滞系数，计算公式如下 

1 2 3 4

1 2 3 4

2
2 k k

kr kr kr kr k kr

2 k k
ki ki ki ki k ki

κ κ κ κ
τ τ

κ κ κ κ
τ τ

⎧ ∂ ∂⎛ ⎞= + + +⎪ ⎜ ⎟∂ ∂⎪ ⎝ ⎠
⎨

∂ ∂⎛ ⎞⎪ = + + + ⎜ ⎟⎪ ∂ ∂⎝ ⎠⎩

k

k

B B
v B B

B B
v B B

 (50) 

式中，k=x, y；系数 krκ n 、 kiκ n (n=1, 2, 3, 4)由二维磁

特性测量数据计算得出。 
式(50)引入了 H 波形的五次谐波成分

[56]
，同时

简化了传统 E&S 模型中的磁阻系数和磁滞系数表

达式，降低了由 kB 、 k τ∂ ∂B 的四次方项带来的有  
限元分析的复杂性，并且提高了计算精度。为了使

复数 E&S 模型与有限元结合时，既能够节省时间又

能够保证材料特性模拟的准确性，文献[57]提出了

一种基于磁能密度平均值和磁滞损耗密度来分别计

算磁阻系数和磁滞系数的方法，该磁滞模型可表  
示为 

 

ek
kr 2

mk

ki 2 2
mk

4

2 k

W
v

B
P

v
B ω

⎧ =⎪⎪
⎨
⎪ =
⎪⎩

    (51) 

 
x xr x xi x

y yr y yi y

H v B j v B

H v B j v B

ω

ω

⎧ = +⎪
⎨

= +⎪⎩

� � �
� � �     (52) 

式中， x y x yH H B B� � � �、 、 、 为复数， kP 为硅钢片的磁滞

损耗， ekW 为一个周期内平均磁能密度， mkB 为 kB 的

幅值。 

7  基于能量的磁滞模型 

2006 年，HENROTTE 等
[58]

提出基于能量的磁

滞模型，该模型在建立过程中，根据能量是否被损

耗的原则将电工钢片被磁化的过程分成两个部分：
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一部分为可逆磁化强度，另一部分为不可逆磁化强

度。基于能量的磁滞模型是根据热力学第一定律推

导得到，因此该模型可以计算电工钢片在磁化过程

中的温升和热散失，同时可以考虑应力对电工钢片

磁滞特性的影响，使得基于能量的磁滞模型在众多

模型中脱颖而出并被广泛应用。随后，HENROTTE
等

[59]
提出了基于能量的动力矢量磁滞模型，它是准

静态磁滞模型的推广。该模型从机械类比的角度来

考虑，用摩擦力表示布洛赫壁的钉扎效应，利用多

个由干摩擦力装置组成物理模型，通过增加摩擦力

装置个数来提高模型的计算准确度。但是增加参数

导致模型的迭代次数成倍增加，使得基于能量的磁

滞模型的计算成本大大增加。2016 年，STEENJES
等

[60]
提出了磁性各向同性的基于能量的电工钢片

磁滞模型，软磁材料通常被认为磁性是各向同性

的。然而，由于轧制过程中，沿轧制方向存在择

优方向。这种单轴磁性各向异性以及相关的磁致

伸缩效应，对于准确计算旋转电机中的铁损耗和

磁化能力至关重要。所以在原始基于能量的磁滞

模型的基础上提出了一种基于各向同性能量的矢

量磁滞模型。该模型可以用可控的精度来评估磁

滞损耗，也可以考虑矢量效应(旋转滞后效应)和高

次谐波的存在
[61-64]

。 
7.1  基于能量的磁滞模型物理机理 

从磁化过程中能量变化的角度考虑，将磁化过

程类比为物理学中研究静摩擦力的滑块，如图 14
所示，这里滑块可以代表材料内部的磁畴，而钉扎

效应类似于静摩擦力。通过能量分析来考虑磁化过

程中的能量变化，将磁化过程中的能量流向分为两

部分：一部分是可逆磁场强度，代表磁畴在外加磁

场作用下克服摩擦力回到原始状态所做的功，不引

起能量损失；另一部分是不可逆磁场强度，代表磁

畴在钉扎效应的影响下不能完全返回原始状态，导

致能量转化为热量而产生热损耗。根据能量守恒定

律，将两部分磁场强度的能量变化联系起来，并建

立基于能量的磁滞模型。 

 

图 14  静摩擦力等效图与可逆和不可逆磁场强度关系图 

 d d d d
d d d d
F W Q
t t t t

∇= + = ⋅ − ⋅
MH q    (53) 

式中，F 表示整个铁磁材料的能量；W 是磁场做功

产生的能量；Q 为系统以任何形式损失的能量。在

电工钢片中能量的变化可以利用磁场强度 H 、磁化

强度 M 和热通量 q 等变量组合来表示。 
7.2  基于能量的标量磁滞模型 

基于静摩擦力物理模型的原理，可以得到可逆

磁场强度解析式 

[ ]2 2
rev rev

rev rev rev

   

              

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

( 1) ( ) ( 1  ) ( 1) 

h i h i h i h i

h i h i h i h i

κ κ

κ

⎧ + − + = + − +⎪
⎨

+ = +⎪

>

+ −⎩ ≤
 

  (54) 

式中， rev ( 1)h i + 为对应当前时刻的可逆磁场强度，

rev ( )h i 为对应上一时刻的可逆磁场强度，κ 为钉扎

场强。 
磁滞回线可由式(55)得到，即 

 0 an rev 0( ) ( )B H M h Hμ μ= +    (55) 

式中， 0μ 为真空磁导率， anM 为无磁滞磁化强度。 
从每组磁滞回环数据中提取峰值磁场强度 mH

和对应的磁感应强度 mB 、矫顽力 cH ，绘制 ( )c mH H

曲线，如图 15 所示，最后利用式(56)进行曲线拟合，

求出阶梯函数每一部分的权重 kω 和钉扎强度 kκ ，

最终得到整个磁滞模型的钉扎分布
[65]

。 

 0

0

( )

n
k k

k
c m n

k

k

H H
ω κ

ω

=

=

=
∑

∑
    (56) 

式中，
0

1
n

k

k
ω

=

=∑ 。 

 

图 15  5 种不同非定向硅钢的 ( )c mH H 曲线 
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7.3  基于能量的矢量磁滞模型 
对于某一磁化方向，将磁感应强度 B 和磁场强

度 Η 分解为两个正交的分量，再根据式(55)得到矢

量磁滞模型如下所示 

 0 anx revx 0

0 any revy 0

( )
( )

x x

y y

B M h H
B M h H

μ μ
μ μ
= +⎧⎪

⎨ = +⎪⎩
  (57) 

式中，下标 x 和 y 分别表示 x 轴分量和 y 轴分量。 
7.4  基于能量的磁滞模型参数辨识 

为了确定基于能量的磁滞模型，必须确定无磁

滞磁化强度 anM 、权重 kω 和钉扎强度 kκ 。矢量磁

滞模型的参数辨识与标量磁滞模型的参辨识基本一

致，矢量磁滞模型只是需要分别对沿 x 轴和沿 y 轴

方向的参数分别进行辨识。基于上述连续数学模型，

将在标量情况下进行参数辨识。 
(1) 利用式(58)计算每组磁滞回线的峰值磁化

强度 mM ，对 ( , )m mH M 进行描点连线，绘制出无磁

滞磁化强度 anM 曲线。 

 
0

m
m m

B
M H

μ
= −       (58) 

(2) 利用 Langevin 函数来拟合无磁滞磁化强度

曲线，进而求得饱和磁化强度 sM 和特征场 0H 。 
(3) 利用峰值磁化强度 mH 和对应的矫顽力 cH

的数据，绘制 ( )c mH H 曲线。 
(4) 利用式(56)拟合曲线 ( )c mH H ，根据峰值磁

场强度将模型大致分成 N 个区域，确定各区域钉扎

场的权重 kω 和钉扎强度 kκ 。 
综上所述，可以看到基于能量的磁滞模型在某

些方面与传统的 J-A 模型有相似之处。特别是在处

理电工钢片时，这种模型在高磁通密度下展现出

较高的计算精度。然而，随着磁通密度的降低，

其精度也相应减少。为了应对这一挑战，当前的

解决方案是增加钉扎点数量，可以在低磁通密度

工作条件下使得磁滞回线更加平滑，但计算成本

显著上升，同时也不利于将磁滞模型与有限元分

析有效结合。因此，虽然基于能量的磁滞模型在

理论上具有优势，但在实际应用中仍面临一些挑战

和限制。 

8  混合矢量磁滞模型 

8.1  Preisach/S-W 混合矢量模型 
Preisach/S-W 混合矢量模型结合了 Preisach 模

型的通用性与 S-W 模型的微观物理基础，用于描述

磁性材料在矢量磁场作用下的磁滞现象。该模型通

过将 S-W 模型中的粒子作为 Preisach 模型的基本单

元，使每个单元能够模拟矢量磁滞特性及材料各向

异性。整体磁化强度为所有基本单元的磁化矢量与

Preisach 分布函数乘积的叠加。在此框架下，Preisach
模型考虑了粒子间相互作用，而 S-W 模型考虑了材

料的各向异性和矢量特性。该混合模型扩展了传统

方法的应用范围，实现了二者优势的融合，从而更

为精确地描述磁性材料的矢量磁滞行为。 
FRIEDMAN 等

[66]
将不同磁滞模型进行融合，

对 S-W 模型和 Mayergoyz 的矢量 Preisach 模型进行

了更加通用化的扩展，提出了一种通用的矢量

Preisach 磁滞模型。MICHELAKIS 等
[67]

提出了将标

量 Preisach 模型与矢量 S-W 模型进行融合，使得混

合模型具有 S-W 模型的矢量特性，同时实现了密度

函数可视化，更加真实地模拟材料磁滞行为。KOH
等

[68]
以 S-W 为基础，利用 Preisach 模型的密度分布

函数来考虑矫顽力和相互作用场，但该模型仅限于

各向同性的铁氧永磁体的磁滞特性分析，如果密度

函数选取不当，会产生很大误差。TORRE 等
[69-70]

提出了一般磁滞模型，随后又提出 PSW 模型

(Preisach-Stoner-Wohlfarth vector model)[71]
，将外加

磁场和粒子间的相互影响场的矢量和定义为一个网

络场，然后确定磁化强度的大小与方向。河北工业

大学李丹丹等
[72]

提出了一种新的二维矢量磁滞算

子的定义方法，建立了 SMC 材料的二维矢量磁滞

数学模型，通过计算结果与试验结果的对比分析，

该模型能够有效且准确地模拟不同激励条件下的

SMC 材料的磁滞特性。 
8.2  J-A/S-W 混合矢量模型 

J-A/S-W 混合矢量模型是将 J-A 模型与 S-W 模

型结合，基本思想就是用一个 S-W 建模理论计算得

出的磁滞曲线，代替经典 J-A 模型的无磁滞磁化函

数并作为 J-A 模型的输入，在经典的顺磁方程中引

入了磁反馈，得到适合 J-A 模型的 3D 输出
[73]

。文

献[74]专门针对 J-A/S-W 三维混合矢量模型理论和

仿真进行分析研究，将 J-A 模型和 S-W 模型合并到

一个方程中，可以同时对温度效应、钉扎效应以及

涡流损耗、磁共振、单轴各向异性进行建模。文    
献[75]提出了基于 J-A/S-W 模型的混合矢量磁滞模

型，以 S-W 模型得出的三维各向异性的向量作为

J-A 模型的输入，实现了将各向异性引入到 J-A 模

型中。目前，关于 J-A/S-W 混合矢量模型的研究文

献偏少，应用研究不如 Preisach/S-W 混合矢量模型

广泛。 
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9  磁滞模型与有限元结合 

尽管在模拟磁性材料方面已有大量研究成果，

但在工程电磁场的数值分析中，前面所述模型的应

用仍然受限。在仿真过程中，不仅需要依赖大量试

验数据，而且在利用有限元法对电机等电气设备进

行分析时，需要将模型应用于整个解域的所有单元，

并进行非线性求解，这导致计算效率低下且可能出

现收敛困难。因此，在工程分析中实现磁性材料特

性的精细模拟存在挑战。为了准确计算电机、变压

器等产品中的损耗以及交变和旋转磁场对铁心材料

的影响，必须考虑电工钢片在动态磁场作用下的磁

特性。近年来，结合有限元法和电工钢片的动态磁

特性开展的研究已取得初步成果。 
文献[76]针对神经网络技术对于电气元件的磁

特性研究进行了模拟，提出了以磁场强度随磁通密

度变化而变化的神经网络磁滞模型，并将此模型与

有限元分析相结合，把其中磁阻率不连续的问题用

固定点法进行解决。文献[77]提出了一种新的矢量

J-A 磁滞模型，并将其与有限元分析相结合。该模

型在有限元分析程序中实现，并用于模拟单环结构

永磁环面的磁场。结果验证了该模型在模拟磁性材

料磁性方面的有效性和准确性。文献[57]提出了一

种描述硅钢片二维矢量磁特性的复数 E&S 模型，并

推导了相应的有限元分析公式。计算结果表明，该

方法不仅节省了计算时间，而且保证了材料特性模

拟的准确性，是一种更适用于工程应用的矢量磁特

性模型。文献[78]将 J-A 磁滞模型应用在电磁仿真

中，将其与有限元分析相结合，并推导出相应的控

制方程。通过建立电抗器模型，采用 J-A 磁滞模型

和有限元分析相结合的方法进行计算分析，得到了

电抗器的磁滞回线，验证了该方法的有效性。文   
献[79]提出了一种动态逆 Preisach 的宽频磁滞模型，

自主研发了整套有限元与磁滞模型高效率耦合程

序，建立了各向异性电磁数值验证的工程标准模型，

提高了空间磁各向异性和旋转磁滞损耗的计算精

度。文献[80]提出了旋转磁滞模型与有限元计算结

合的方法，并成功应用于变压器铁心局部磁滞特性

的有限元计算。文献[81]为了从根本上提高其数值

性能，提出了 Preisach-Mayergoyz 矢量磁滞模型，

并嵌入有限元软件中，仿真结果与试验数据吻合  
较好。 

综上所述，将磁滞模型嵌入到有限元分析中是

比较复杂的工程，研究人员致力于开发高效的数值

算法来解决这一问题。特别是在新型高功率密度电

机多物理场耦合分析时，磁滞模型与有限元结合相

对复杂。虽然理论研究较多，但在工程实践中的推

广应用很少见。 

10  磁滞建模与电机设计 

电机作为现代工业中不可或缺的一部分，应用

广泛，其性能的提高和可靠性的保证对于实现工业

现代化具有重要意义。电机的性能很大程度上取决

于电机用的磁性材料的性能。磁性材料的磁滞特性

是磁场控制下磁通量与磁场强度之间的关系，是磁

性材料的重要性能指标。在电机设计中，必须准确

地知道磁性材料的磁滞性质，才能准确预测电机的

工作性能。因此，磁性材料的磁滞性建模是电机设

计过程中的重要研究方向之一。磁性材料的磁滞建

模在过去几十年中已经得到了广泛的研究。早期的

磁滞建模方法是通过分析试验数据来得到一些经验

公式，这些公式可以用来描述磁性材料的磁滞性质。

然而，这种方法需要大量的试验数据，并且难以描

述复杂的磁滞行为，如磁滞回线的形状和大小等。

因此，磁滞性建模的研究逐渐向基于物理原理的建

模方法转变。 
随着电机的功率密度提升，其损耗密度、电磁

应力和温升也随之增加，这使得软磁材料的工作环

境变得更加恶劣。具体包括铁心更加饱和，工作温

度和频率更高。在其他物理场和复杂的电磁激励(如
高频、非正弦波)的作用下，软磁材料的磁性能会发

生变化，并呈现强耦合特性。如图 16 所示，这种耦

合效应会影响电磁场和其他物理场的分布。因此，

为了精确分析和设计高功率密度的电机，必须考虑

这些耦合效应。电机设计研究人员需要探究软磁材

料参数与其他物理场(如应力、温度)的相互耦合机

理，并开发精确的材料数据、模型以及结合精细模

型的电磁场计算方法。否则，即使使用最先进的电

机设计优化算法，也无法实现真正优化的设计方案。

传统电机设计通常采用粗放的磁路分析方法或基于

单一物理场的有限元方法，这种方法无法充分利用

材料性能，设计误差通常会通过牺牲材料利用率来

弥补。这种做法无法实现优化设计，也无法显著提

高功率密度。而高功率密度电机中材料利用率已经

很高，接近其极限应用指标，设计容差已经非常小，

只有精确的设计与分析，才可确保材料工作点在安

全使用边界内
[82]

。 
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图 16  高功率密度电机系统多物理场[82] 

近年来，随着计算机科学和数值计算方法的发

展，许多新的磁滞性建模方法已经被提出，并取得

了不错的研究成果。这些方法可以分为两大类：基

于物理原理的建模方法和基于统计学的建模方法。

基于物理原理的建模方法通常采用微观磁学模型来

描述磁性材料的磁滞性质。这些模型基于磁学方程

和磁滞模型，可以描述磁性材料在不同磁场下的磁

滞性质。这种方法需要解决大量的微观磁学方程，

因此计算复杂度很高，需要使用高性能计算机来加

速计算。基于统计学的建模方法通常采用人工神经

网络、支持向量机等机器学习方法来描述磁性材料

的磁滞性质。这些方法不需要解决微观磁学方程，

而是通过学习大量的试验数据来得到一个预测模

型。这种方法不需要对磁性材料的物理过程进行深

入的理解，因此计算复杂度相对较低，但是需要大

量的磁滞数据作为支撑。 
对于电机用磁性材料的磁滞建模，其研究意义

主要体现在以下几个方面。 
(1) 优化电机设计和性能预测：电机的性能和

效率很大程度上取决于磁性材料的磁滞性质。因此，

准确地描述磁性材料的磁滞性质对于电机的设计和

性能预测至关重要。磁滞性建模可以帮助工程师更

好地了解磁性材料的磁滞特性，以优化电机设计和

提高电机性能。 
(2) 优化电机控制策略：电机控制策略需要准

确地了解电机的工作状态，包括磁通量、磁场强度、

电流等参数。磁滞建模可以提供准确的磁通量预

测和磁场强度估计，为电机控制策略的优化提供

支持。 
(3) 降低电机成本和提高可靠性：对于永磁电

机，所用磁性材料通常是昂贵的稀土永磁材料，而

磁滞建模可以减少对试验数据的依赖，降低电机开

发成本。另外，磁滞建模可以提供更精确的磁通量

预测，从而减少电机在高负载和高速运行时的磁滑

行为，提高电机的可靠性和寿命。 
(4) 推动电机行业的技术进步：磁滞建模是电

机设计和控制中的重要环节，可以为电机行业的技

术进步提供支持。通过磁滞建模，电机工程师可以

更好地了解磁性材料的磁滞性质，并优化电机设计

和控制策略，从而推动电机行业的技术进步。 
总之，电机用磁性材料磁滞建模是电机设计和

控制中的重要研究方向，对于优化电机设计和控制

策略，降低电机成本和提高电机可靠性具有重要意

义。未来随着计算机科学和数值计算技术的发展，

电机磁滞建模的精度和效率将不断提高，同时也会

有更多的磁性材料被开发出来，为电机设计提供更

多的选择。另外，电机磁滞建模与机器学习、深度

学习等领域的结合也将成为未来研究的一个热点，

这将有助于更好地解决电机设计和控制中的一些难

题，推动电机技术的发展和进步。 

11  结论与展望 

在磁性材料磁滞建模领域，全球学者们进行了

众多基础性研究。然而，在流行的商用电磁场分析

软件中，如 ANSYS 和 JMAG，铁磁材料的磁特性

通常用非线性单值(SV)磁化曲线来建模，其原因有

多方面，包括数值稳定性、可用计算资源有限、缺

乏材料数据等。建立任何磁滞模型都需要对材料特

性的关键参数进行精确测量，但这些测量通常依赖

于特殊非标准的设备和方法，限制了其普及和应用。

另外，如果利用商用软件如 ANSYS、JMAG 等在磁

场分析中考虑磁性材料的磁滞特性时，会显著增加

计算的复杂度和时间。尤其是在三维模型或大型系

统中，计算效率可能成为一个瓶颈。磁滞现象的非

线性特性给求解器带来了额外的挑战，特别是在动

态或瞬态分析中，可能导致求解过程不稳定或收敛

困难。 
虽然像 Preisach 和 J-A 磁滞模型这样的材料模

型早已被提出，但从国内外学者发表的大量文献来

看，大部分的研究工作只是停留在对模型本身进行

理论分析或进行试验方面的研究，与有限元法等数

值计算方法相结合的研究欠缺，因此这一领域尚存

在很大的研究空间。许多磁滞模型因复杂性及对大

量试验数据的依赖而实用性受限。由于磁性材料模

拟实际问题的复杂性，某些关键问题仍未被深入探

究。特别是在电机等电气设备中的电、磁、机械、

热耦合和非线性、时变、非对称场问题的分析方面，

现有研究数据尚未能满足实际需求，这一领域面临
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许多挑战和问题。 
本文详细探讨了多种经典磁滞模型，包括

Preisach 模型、J-A 模型、S-W 模型、Energetic 模型、

E&S 模型和基于能量的磁滞模型。这些模型在描述

磁性材料的磁滞现象方面各有优势和局限性。同时

分析了精确的磁滞建模对于新型电机设计的重要

性以及当前磁滞模型面临的挑战和问题，特别是在

非正弦激励条件下的模拟精度问题。Preisach 模型

以其唯象的特点和对各种导磁材料的适用性，提供

了比 J-A 模型更准确的模拟精度。然而，J-A 模型

以其清晰的物理机理和简便的参数识别过程，在计

算效率方面具有优势，尽管它在模拟磁滞小回环方

面存在不足。总之，磁化现象的模拟是一个复杂的

任务，仍然是一个充满挑战的研究领域，有效解决

以上挑战将对工程应用产生重大影响。未来的研究

应该着重于提高模型的精确度和适用性，特别是针

对新型电机设计和非正弦激励条件下的应用场景。 
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